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内 容 简 介 


本 书 是 “世界 数学 名 题 欣赏 欠 书 "之 一 。 不 
动 点 定理 是 20 世 纪 教 学 发 展 中 的 重大 课题 ， 其 
弦 响 遍及 整个 数学 界 。 本 书 以 介绍 布 劳 威 尔 不 
动 点 定理 为 主线 ， 涉 及 数学 分 析 ， 拓 扑 学 、 非 
线性 分 析 等 条 种 问题 。 作 者 以 “ 欣 赏 ”的 笔 
调 ， 通 俗 地 遍 发 不 动 点 定理 BX, FAN 
伦 ， 澡 调 、 混 渍 、 水 综 映 象 等 概念 作 了 初等 描 
述 。 因 此 , 尽管 不 动 点 理论 十 分 艰深 , 但 是 读者 
只 要 具有 大 专 数学 水 平 ， 本 书 是 可 以 读 居 的 ， 
MAMAS, 


Summary 


This book is one of “a series of Ap- 
preciation of the Famous Mathematical T- 
opics in World”, The fixed point theorem 
is a very important topic in mathematical 
development of 20th century, which have 
profundly influenced all mathematics, The 
essential part of this book is to present the 
Brouwer fixed point theorem, from 1, 2,3- 
dimension to n-dimension and infinite- 
dimension, At same time, it will involve 
a series of subjects such as mathematical 
analysis, topology and non-linear analysis, 
The authors interpret popularly the theory 
of fixed point with a appreciative style, 
and describe elementarily the concepts of 
homotopy, homology, chaos, contractive 
mapping etc, Therefore although the the- 
ory of fixed point is difficult to unders- 
tand, this book will Fe grasped and inter- 
ested for those who know college mathe- 
matics, 


前 


ball 


不 动 点 理论 是 20 世 纪 教 学 中 的 一 支 奇 施 。 半 
个 多 世纪 以 来 ， 它 一 直 是 世界 数学 名 家 人 妃 逐 的 目 
标 之 一 ， 其 影响 可 以 说 遍及 整个 数学 。 

古老 的 代数 方程 求 根 ， 可 以 转化 为 不 动 点 问 
题 ， 设 P(X) 是 多 项 式 ， 令 Ge) =x- pe), M 
么 解 方 程 D(X) =0 STM g =a, HoH 
E I= R Ye 是 关于 9《X) 的 不 动 点 ， 
那么 Xs 正 是 方程 P(X) =0 的 根 。 

一 般 地 考 忠 《一 co，co) 上 定义 的 连续 函数 
FO), BA ge) = 一 了 (X) 的 不 动 点 也 是 了 xX》 
=0 HR, RSH x, ERA: 

Eyri = GC) M=1,250° 
WR dr} KK, We xr, BA BF gr) 
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也 是 连续 函数 ， 将 有 JODIE TERNA 
到 
X =g) 
Xe 是 JO AK, PERH TO =0 的 
根 。 
我 们 不 妨 看 一 个 例 于 ， 设 有 二 次 方程 一 4X 


-150, WER SH te Dh, Aaa, 


BARAR 


Raa a+ 


1 
x, 


n 


n=l, 2e 


我 们 有 
Ki=4 
:=4.25 
X, = 4,235294118 
w= 4.236111111 
£, =4.236065511 


X, = 4,236067978 
Xo = 4,236067977 


在 10 位 有 效 数字 情形 下 ，Xo = Za Hay, Xy 
和 %s 就 近似 地 可 看 作 ak + 一 的 解 ， 即 到 
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教 4+ -也 的 不 动 点 ， 于 是 w'~4X 一 1=0 的 近 


似 根 就 得 到 了 。 

这 种 用 迭代 法 求 不 动 点 的 恩 想 ， 当 然 旱 就 有 
了 ， 并 非 20 志 纪 的 产物 。 夷 正 引 人 注目 的 不 动 点 
理论 起 源 千 荷兰 数学 家 布 劳 咸 尔 的 工作 。 这 位 直 
觉 主义 数学 哲学 的 创始 人 也 是 一 位 拓扑 学 家 ， 
1909 年 开始 ， 他 以 《曲面 上 一 对 一 的 映 为 自身 的 
连续 跨 射 》 为 题 发 表 了 一 系列 论文 ， 创 立 了 不 动 
点 理论 。 现 在 以 他 的 名 字 命 名 的 布 劳 威 尔 不 动 点 
定理 (hn=2) 是 : 

平面 内 闭 单位 图 盘 上 了 映 为 自身 的 任何 连续 映 
射 ， 至 少 有 一 个 不 动 点 。 

这 个 定理 惊动 了 整个 数学 界 。 CARRE 
少 ， FET GB ALD at LY Bo Sh He BR A aS 
行 ， 可 是 结论 十 分 明 矿 、 丰 富 ; 至 少 有 一 个 水 动 
点 。 其 意义 篇 直 可 以 各 高 斯 证 明 任 和 何 代数 方程 至 
少 有 一 复 根 相 比美 。 

这 个 定理 很 简单 明了 ， CHR AS RM, 
因为 条 件 少 ， 只 有 连续 性 的 假设 。 所 以 微分 积分 
一 套 工 具 用 不 上 .你 想 沿 用 迁 代 法 思想 ， 可 是 
了 (2x) 没 有 具体 性 质 〈 仅 知道 | 了 xz) IED, TE 
判明 Prf EKA. HHRRTER E 
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给 径 ， 将 大 数学 家 庞 加 菜 研究 党 微分 方程 奇 点 时 
使 用 的 拓扑 学 方法 引 过 来 ， 用 基本 和 群 〈 周 伦 群 
解决 了 这 一 课题 n=2 情 形 )。 

后 扑 学 的 园 伦 和 同调 方法 ， 是 20 世 纪 数 学 中 
.的 两 个 主要 工具 。 不 动 点 理论 得 力 于 它 。 同 时 也 
和 刺激 它 获得 迅猛 发 展 。 林 着 在 介绍 布 劳 威 尔 定理 
证 明 时 ， 从 “欣赏 ”的 角度 介绍 这 两 个 基 本 工 
只 ， 帘 其 一 间 ， 岂 许可 使 不 熟悉 乓 四 学 的 读者 得 
DELET TA 

作为 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 继续 ， 美 国 数 学 
家 菜 夫 希 兹 在 1933 年 发 现 了 更 深刻 的 不 HAR 
理 ， 现 称 为 菜 夫 着 兹 不 动 点 定理 ， 这 是 一 个 新 的 
窗 峰 ,我 们 将 在 第 五 部 分 中 介绍 它 . 这 一 定理 还 是 
解决 不 动 点 的 有 无 问题 .1927 年 ,丹麦 数学 家 尼 尔 
森 发 表 文 章 研究 不 动 点 个 数 问 题 ， 创 始 了 不 动 点 
类 理论 ， 提 出 尼尔森 数 概 念 ， 截 至 1962 以 前 ， 能 
够 计算 尼尔森 数 的 映射 只 是 很 简单 的 情形 ， 我 国 
HEM, SAR, RERA TIH 
算 尼 尔 森 数 的 情形 ， 并 得 出 茶 夫 希冀 不 动 点 定理 
的 逆 定 理 ， 这 是 很 好 的 工作 。 

不 动 点 理论 的 号 一 个 发 展 方向 是 不 限于 腕 攻 
空间 中 多 面体 上 的 哆 射 ， 而 考察 一 般 的 距离 空间 
或 线性 拓扑 空 加 上 的 不 动 点 阅 题 。 最 先 给 出 的 结 
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果 是 波兰 青学 家 巴 拿 赫 ， 他 于 1923 年 提出 的 正 缩 
映 象 原理 发 展 了 迁 代 思想 。 他 将 X+,= 了 (Xs) 中 的 
Xn 可 看 成 距离 空间 中 的 点 列 ， 了 仍 是 这 一 空间 上 
到 自身 的 映射 如果 PREAH 
px) fy) <ap(x,y), OSa<l 

P(Xs,Y) RE KE YS ABER, WA 了 必 有 了 唯 
一 的 不 动 点 ， 这 一 定 于 证 明 并 不 难 , 但 用 处 极 
P, RAJE., BAZE., BEALE AHS 
存在 性 与 唯一 性 问题 均 可 妇 结 为 此 定理 的 推论 。 
这 一 定理 在 所 有 泛 函 分 析 教 科 书 中 均 有 介绍 ， 本 
书 也 将 加 以 陈述 。 

大 家 知道 ， 欧 氏 空 间 是 有 限 维 的 线性 赋 范 空 
间 ， 我 们 能 否 在 无 绍 维 空间 的 单位 球 上 得 出 布 劳 
威 尔 不 动 点 定 再? REPRO, RA RBH 
肖 德 尔 证 明了 ， 线性 赋 范 空间 凸 子 集 C 到 C 上 的 
紧 映 射 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 这 一 定理 将 连续 映射 
HAE ORARKH, A, BASRA A A 
PRA De ADE Ue ty RAS TR EE 的 新 进 
展 ， 这 一 定理 有 多 释 推 广 和 频 用 ， 我 们 也 将 在 第 
四 章 加 以 介绍 。 

不 动 点 理论 进入 70 年 代 又 别开生面 。 老 掉 牙 
HEAAR A WRA x= fe.) mrEray 
bJ, N=1,2, s BMT RMA YER, 1973 


人 


年 4 月 的 一 天 ， 美国 马 里 兰 大 学 的 研究 生 李 天 兰 
和 他 的 导师 约克 偶然 研究 这 个 区 间 迁 代 ， 证 明了 
以 下 事实 ， 如 果 区 间 上 映射 了 有 3~ 周 期 点 ， 则 对 
任何 正 整数 ?都 有 下 周期 点 〈 指 经 过 n KBR 
后 回 到 原 处 ， 不 动 点 是 1- 周 期 点 ) 。 这 一 结果 发 
人 深思， 如 有 了 周期 点 ， 则 会 出 现 乱 七 八 槽 的 现 
R ZHARAR- RRA, FER, KE 
茶 一 数 做 不 到 ， 而 且 X。 的 规律 完全 无 法 知道 ,用 
现 出 一 片 温 汪 (Chaos) 景象 。 这 是 不 动 点 理论 
不 存在 情形 的 发 展 。 册 于 它 是 一 维 的 ， 所 恬 准 备 
知识 不 多 〔 只 要 单元 连续 范 数 知 识 即 可 ) ， 所 以 
在 第 一 部 分 就 来 叙述 它 。 

阅读 本 书 ， 我 们 假定 读者 已 有 微 积 分 和 高 等 
代 教 的 初步 知识 ， SHER- BARRE th 的 知 
识 ,比较 重要 的 ,我 们 在 本 书 提 到 时 都 作 了 一 些 说 
明 。 如 果 读 者 还 不 清楚 ,可 参阅 文献 C1][103[132。 

本 书 是 一 本 “欣赏 ”数学 名 题 的 书 ， 并 非 教 
A. AURTE E, PART RES 
A, AEA EK, MARRIR., MERULT 
是 一 本 “科普 ”读物 ， 而 是 切实 的 数学 作品 。 要 
KERE, G-p -BAY 

作 者 
198? 年 11 月 
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一 一 维 的 布 劳 威 尔 不 
动 点 定理 、 周 期 不 
动 点 与 混沌 


1. 一 维 的 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 


不 需要 任何 高 深 的 数学 知识 ， 仅 凭 常识 就 可 
判明 以 下 这 个 最 基本 的 最 简单 的 不 动 点 定理 ， 

定理 1.1 设 f(x) 是 定义 在 C0,1) 上 的 连续 
BM, HWE 0<f(X)<<1， 则 必 存 在 LEL, 
13, 使 fx = fi 

证 作画 数 PO) =f@)-x, Mm PO =0 
RPFOD=0, MO 或 1 即 为 定理 要 求 的 V E 
理 已 成 立 (此 时 将 有 了 (0) =0 或 1(1) =1)。 由 
RH OS f(r) <1 知 了 (0) =f)20, FO) = 
了 C0) - Is0、 故 只 需 再 在 FC0O)>0 和 Fa <0 
的 情形 下 证 明定 理 。 


出 于 f(x) 是 连续 函数 ， 故 F(X) 也 是 连续 
RR. AEH * 由 0 出 发 变 到 1 时 ，FCX》 将 从 正 
fi FCO) E 续 地 变 到 负 值 FC1)， 所 以 必 至 少 有 
一 成 Wo， 使 Cx) =0" RE f) wn O 


mi. 
现在 我 们 对 这 一 定理 作 些 说 明 。 
《1) 一 个 将 菜 集 4 映 到 自身 中 的 贞 射 称 为 


>» 详 见 下 节 。 
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自 映 射 ， 定 理 1,1 中 的 了 是 集合 [0,19 上 的 自 映 
射 。 
(2) 设 了 是 及 bees, BER TAD 
DA, 若 MEA, BC =X, M LRA 在 
及 中 的 一 个 不 动 点 。 不 动 点 不 必 唯 一 ， 如 图 1.1 
中 就 画 了 三 个 
C3) 本 书 中 我 们 主要 观察 欧 氏 空间 ， 数 轴 
是 一 维 欧 氏 空 间 忆 ， 数 轴 上 的 点 可 和 全 体 实数 一 
NM. SALA AM B 的 距离 定义 为 与 这 
两 点 对 应 实数 aM b 之 差 的 绝对 值 ， 
CC4, By =| a-b], 
具有 笛 卡 儿 直 角 坐 标的 平面 ， 是 二 维 欧 拱 空 
WR, Fm baa PMR oy) 一 
一 对 应 ,平面 上 两 点 Pic), Pie yD ZE 
的 加 法 、 数 乘 和 距离 分 别 定义 为 
Cis.) + OEY.) = rt Xss Yt) 
ACe,y) ALAY) A 是 实数 
dP PD) C-D + Cy 
同 祥 可 定义 三 维 欧 氏 空间 。 它 由 三 元 有 序数 
组 (xX,y,z) 组 成 ， 和 平面 上 类 似 地 定义 加 法 、 
ARMEN. 
一 般 地 ， 我 们 定义 ER Ra R" 如下: 
R 由 nt 元 有 序数 组 《4,,4,,…,4。) 所 组 成 ， 其 
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中 的 加 法 ， 数 乘 和 距离 分 别 定 义 为 
A+ Bx (0.0.50) + sbar eaba) 
= (0, +O, a, + brst ty + Dn). 
AA SALA, Ast ds) 
= (AG, AG, y+ AGa) 
(A, B) =La, -bY + (a,- B+ 
+ (a, = bp 
jep As (aatra), B= (bb bn) 
.请 大 家 注意 ,平面 上 的 点 4 相当 于 位 置 向 量 
4， 点 的 加 法 和 数 乘 ， 相 当 于 风量 的 平面 四 过 
形 吉 法 及 商量 的 放大 .而 点 间距 离 ， 即 相应 向 量 
之 差 的 长 度 。 向 量 的 乘法 在 这 里 不 予 讨论 。 
《4 ) R 中 的 单位 球 是 指 {X€ R, d(C0,x) 
<1}, EA BY, CMW OB 是 n-1 维 的 球 
a, WAST RE RY 中 单位 球 是 [一 1，13， 
其 边界 是 Sh hri- IWA. E 中 单位 
OB RAARD, UR S 是 单 位 国 周 C。 
Rupe GR B 即日 常 折 说 的 半径 为 1 的 球 ， 
S 即 通常 的 球面 。 
C5 ) 定 理 1.1 中 的 闭 区 间 50,1] 可 改 为 [- 1, 
1] ， 结 论 及 证 法 均 可 不 变 。 这 时 定理 1.1 可 说 
成 : 
中 单位 球 B' 上 的 任何 连续 自 映 射 必 有 不 动 


点 ， 
(6) 定理 1,1 的 证 明 中 ， 有 一 处 用 了 连续 
通 数 的 性 质 ， 它 的 详细 说 明 请 见 下 一 节 。 


2， 连 续 函 数 的 介 值 性 定理 是 函数 
在 区 间 上 的 整体 性 质 


读者 如 果 稍 微 接触 一 下 微 积分 ， 就 会 意识 到 
函数 性 质 有 局 部 与 整体 之 分 。 所 谓 局 部 狂 质 是 指 
函数 在 一 点 x, BERRES, Blin 在 该 点 的 极 
限 、 连 续 、 可 导 等 都 是 。 这 种 局 部 性 质 只 涉及 该 
点 任意 小 的 邻 域 ， 所 谓 整体 姓 质 通常 是 指 存 一 个 
固定 区 间 上 的 性 态 ， 例 如 在 区 间 上 有 有 界 、 单 调 
划 贞 、 有 最 大 值 最 小 值 等 等 。 这 种 整体 性 质 涉及 
一 个 困 定 的 区 间 ， 在 讨论 过 程 中 不 能 任意 变动 。 

微 积分 焉 是 从 研究 函数 局 部 性 质 入 手 ， 借 助 
于 一 些 基 本 定理 ， 过 渡 到 研究 函数 的 整体 性 质 。 
例如 著名 的 拉客 朗 日 中 信 定 理 ， 就 是 如 此 ， 它 的 
条 件 是 函数 FOE Ca,b) 上 连续 ， 在 《a,6) 上 
可 导 ,这 里 连续 、 可 导 都 是 函数 局 部 性 态 ,在 Ca， 
bD 上 连续 只 是 局 部 性 质 的 总 和 并 非 整体 狂 质 ， 其 
结论 是 存在 EC (a,b) 使 


fo) -fiM=fOHb-a), a<é<b 


这 却 是 一 个 整体 性 质 。 事 实 上 ，#§ UF HZ 
闻 , 并 非 那 -点 的 邻 域 ,fC2) -了 CQ) 是 区 间 Ca,b) 
两 端点 的 函数 值 之 差 ， 与 [a,b3 密 不 可 分 . 特 
别 是 ， 由 中 值 定理 可 得 出 函数 在 区 间 上 单调 等 整 
REA, KAN, ROCA A Pee 
的 精髓 。“ 分 析 入 微 ”地 研究 局 部 性 质 ， 才 能 深 
入 揭露 其 整体 性 质 。 不 动 点 定理 反映 了 函数 的 一 
种 整体 性 质 ， 它 的 证 明 需 要 用 到 连续 函数 的 介 值 
定理 ， 这 也 是 一 种 整体 性 质 ， 让 我 们 先 来 叙述 
这 一 定理 . 

定理 1,2( 连 续 隐 数 的 介 值 性 定理 车 f(x) 
是 区 间 Cob Lee eR, (>, <0， 
则 必 存 在 一 点 c， 使 得 f(c) = 0。 

证 明 通常 用 区 间 套 定理 ， 取 Ca, bJ 的 中 


RS, g (2) = 0， 定 理 已 证 毕 ， 若 它 


KE 0, R Ca, ba [248 


2), REDE 


0, WR Ca, bA =[a-222), Ret, 


再 视 (222) MENR Caba E fray 


g 


和 f(b,) 异 号 ， 这 祥 一 直下 去 ， 可 得 一 列 Can 


bh bsa, =" 59, fea) 与 J) 异 号 ， 用 区 


间 套 定理 可 得 一 点 “。 我们 可 断言 fC) =0。 

WEAR, FO>0, Mi f 的 连续 性 ， 可 
知 存 在 一 个 邻 域 (C-e, Cte), JO 在 这 邻 域 
内 也 大 于 0， 但 是 当 MRK, Ca, ,d,IC (C-e, 
c+e), 而 faH fO 异 号 ,这 是 f(x) 在 
(C-e, C+e) AAPOR E, AR fCc) <0 也 
不 能 成 立 ， 故 fc) = 0. 0 

不 难看 出 介 信 性 定理 是 从 “连续 ” (局 部 性 
质 ) 的 条 件 得 出 “ 介 值 ”存在 GERED 0045 
W. MË c 和 整个 区 间 Ca,bJ 有 关 ， 而 不 是 某 点 
邻 域 的 局 部 问题 。 证 明 关键 在 于 后 半 段 ， 我 们 用 
区 闻 套 定理 得 出 c 以 后 ，f(c)>0 和 f(c) <om 
和 连续 画 数 在 一 点 的 保 号 性 MED FH, 
故 得 f(c) = 0。 这 一 证 明说 明了 区 问 套 定理 将 整 - 
体 性 质 ( 介 值 性 ) 和 局 部 任 质 〈 保 号 性 ) 连 系 起 
来 ， 得 到 了 圆满 的 结果 ， 

现在 我 们 再 加 过头 来 分 析 不 动 点 定理 。 这 定 
理 的 条 件 只 要 自 映射 连续 即 可 ， 而 连续 是 局 部 性 
质 ， 它 的 结论 是 在 [0，1] 中 存在 一 个 Xx,， 满足 
FO) = 2 这 是 关于 区 间 5[0,U 的 整体 性 质 .证 明 
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PAT RT RES RL, TM ae 
理 又 依赖 于 区 间 套 定理 ， 所 以 说 区 间 套 定型 《或 
有 限 覆 蔓 定 理 等 与 之 等 价 命题 ) 成 为 淘 通 连 续 
ARED 与 存在 不 动 点 《整体 性 ) 的 桥梁 。 
本 书 是 专门 写 不 动 点 定理 的 ， 因 此 从 局 部 性 质 过 
滤 到 连 体 性 质 可 说 贯 串 于 本 书 的 始终 。 

我 们 把 介 什 性 定型 写 得 更 一 般 些 

定理 1.3 Wie (a,b) HM, M, m 分 
别 是 FOE Carb) 的 最 大 信和 最 小 信 ， MS HB 
何 满足 mM 的 值 ?， 总 存在 cE Carb) ,使 
HORS 

证 由 于 f(z) 是 Cad) 上 连续 函数 ， 由 最 
大 最 小 信 定 理 知 ， 必 有 fM, 了 (B)=m。 
axa Pb, 

APR a<B 《a>B ARFER aD, 
考察 l, P LEZEA FM=f@-l 因 
“po = 对 ->0，P(B) = 和 -1<0， 故 由 定理 
1.2, DHEA ce, KF(0)=0, WOD 


在 这 一 节 的 最 后 ， 我 们 也 将 不 动 点 定理 中 的 
自 映射 要 求 稍微 放宽 些 ， 得 到 

定理 1.4 设 f(z) 在 [q,5] 上 连续 ,f(x) 
的 箱 域 色 含 了 Cob), WEDE Cob) HOR 
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少 有 一 个 不 动 点 ， 

证 因为 JOO 的 值 域 包含 了 Cab), MA 
DA Xis Xa 使 f(xXD) <<a, f(x, Sb, a<x, 
<b,a<x,<b, E F(X)=f(X) ~xX， 则 Fa 
= 了 XD) -X00， F(X,) = 了 (X,) -50。 由 定 
理 1,2 知 必 有 vecse, W Fo =0， 即 fo 
=¢, 


定理 1.4 稍 加 改变 即 可 得 今后 常用 的 另 一 形 
he ` 

定理 1.5 R jz) 在 [ca;b] 上 连续 ， 且 jx)》 
的 信 域 含 于 [Ca 的 之 中 ， 则 于 2 在 Ca;D 中 必 
至 少 有 一 个 不 动 点 ， 

证 明和 定理 1.1 类 似 ， 此 时 oa, fo 
<b, MS Fx) =X) -x， 则 F(a) 守 0,，F(b) 
去 0， 册 定理 1.2 知 必 存在 c 使 F(e)=0, a< 
Cb， 此 时 e MA jx) 的 不 动 点 。 口 

HERR, Æ lab) 上 连续 的 函数 for), 
或 者 值 域 包含 Cab), MAMMA labh, 
约 存 在 不 动 点 ， 在 其 它 情形 则 不 一 定 有 不 动 点 
《人 参见 图 1.2 a)，b)，c))。 


© JOM ARMADA T ca, bi FAS A, WARD 
1,2 


3. 单调 函 数 的 不 动 点 定理 


前 笛 节 我 们 讨论 的 对 象 是 连续 函数 的 不 动 
点 ， 所 用 的 工具 是 连续 函数 的 介 值 性 定理 ， 这 一 
节 我 们 将 研究 单调 诅 数 的 不 动 点 存在 定理 。 

定理 1.6 & fw) 在 (a,b) 有 定义 的 单调 
不 减 函 数 ， 其 值 域 含 在 Cab 之 中 ， 则 fe 
(a,b) 至 少 有 一 不 动 点 。 

证 明 .让 我 们 考察 集合 

S={x€Ca,b] | e&f} 

由 于 FOAM (a,b), w asja), 
这 说 明 SEZ. B a 为 集 S 的 上 确 界 。 BR aS 
a<b。 我 们 证 明 a 是 J(x) 的 RBA, a= ” 
fia). 

先 证 asf, fERxES, M rafo. 
因 sc。fCY)》 单 调 不 减 ， 故 了 (YX) 所 f(a), 于 是 

x<fM<f@, 
《对 任何 xe 5 均 成 立 ) 

这 表明 flo) 是 S 的 一 个 上 界 ,a 是 S 的 上 确 界 ， 
所 以 ax<ft@), 

再 证 f@<e, HT f(X) 的 值 域 舍 于 C4, 站 
中 ， 故 f)<b, Hd 42asb 及 f(x) 的 单调 
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不 减 性 ， 可 得 

a<flay<f(a)<frd) <b 
从 而 fa) E Ca,b), WEE exf, H f(x) 
的 单调 不 减 性 可 知 ，f (ce) < ff@), 这 表明 
F@CS, 但 a 是 S 的 上 确 界 , 故 f(a) 拟 a。 

总 起 来 ， 可 知 a 是 FO) 的 不 动 点 ， 由 证 明 
WM a 还 是 1X) 的 最 大 不 动 点 ， 如 令 s'= {XE 
LAD rSf), wey S 下 确 界 ， 同 理 可 证 
8 是 ICO) 的 最 小 不 动 点 , O 

注意 ， 这 里 我 们 不 能 将 定理 1.6 中 SO) a 
不 减 的 条 件 换 成 单调 不 增 ， 例 如 50,1] 上 的 函数 


fx) ={ 1 tsrs 
1 


是 单调 不 增 ， 它 没有 不 劲 点 。 从 图 形 上 看 ， 它 和 
2 =% 没 有 交点 。 了 
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在 引言 中 我 们 曾 提 到 过 ， ak f(x) WE 
点 的 存在 问题 ， 与 迭代 过 程 tho. f) A 
性 有 密切 关系 。 对 于 (a,b) 上 的 自 映 射 了 (x)， 
THEE 了 连续 昌 可 判定 存在 不 动 点 ， 但 迭代 序 
Yl x, 孝 未 见得 收 你 ， 如 果 再 假定 FO) 是 单调 
TRE, WARA 

定理 1.7 车 f(x) E ab 上 有 定义 ， 什 
RAT Ca bIh, WA fOD 在 Cab LER 
单调 不 总， 则 对 初始 值 a, = a， 

aflan) REl 

UKAT JOE (a,b) 中 的 最 小 不 动 点 。 落 令 
b =b, WAREZ D, =f O, DKAT fCX) 在 
Ca,b) 中 的 最 大 不 动 点 .“ 

证 明 f(x) 此 时 必 有 不 动 点 ， 任 取 其 一 为 
me, axrt<b, WF 了 (x) 单调 不 减 及 f(x) 值 
域 在 [a, 轨 中， 可 知 

YASH <fr*) =r fb) Eb, 

Bp Sa, <r <b, <b, 

再 由 a, = fla) <f(a) <a,<r*, rsj 
= by Sf) =b, 
WR a,<a,<a,<r*<b,<b,.<b, 

反复 作 下 去 ， 即 得 


DESO So SAS 
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staabi esbab 

用 单调 有 界 实数 列 必 有 极限 的 定理 可 知 au 一 

at, bb, D at<rtcb*, 由 于 fC) Ree 
EA, A 

Qy = fd), ba = fpi) 
n=l, 2 

WAL at = flat), bt = ft), Bla ,b* RE fx) 

的 不 动 点 ， 册 于 7* 是 fO 任 一 个 不 动 点 ， 故 

RAE JO) 的 最 小 和 最 大 的 不 动 点 。 口 

下 耐 作 两 点 说 明 。 第 一 ， 为 了 保证 ae~>a*， 

可 以 只 要 求 JOE [a,7*) 上 单调 不 碱 ， 不 要 要 

求 f(x) 在 (a,b) 单调 不 减 ， 第 二 ， 严 格 单调 增 

如 的 连续 函数 如 果 丰 根 则 只 有 唯一 的 根 ， 但 严格 

“单调 增加 的 连续 函数 可 以 有 不 止 一 个 的 不 动 点 。 
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从 图 形 上 看 ， 这 是 因为 前 者 是 和 机 轴 的 交点 ， 后 
者 是 和 you 的 y=x 李 身 也 是 单调 增加 
BA, MYR e MRR fOO 增加 的 速度 有 
Re 


4. n 周期 点 和 昆虫 种 群 方程 


夏 日 的 蝉 是 年 年 有 的 ， 但 其 中 品种 繁多 。 有 
一 种 17 年 蝉 ， 成 虫 只 活 几 个 星期 。 它 们 产 下 大 是 
(OR, RC AM RAR, BPEL 
营养 ， 就 在 那里 度 过 17 年 ， 因 此 ，17 年 蝉 每 隔 17 
年 大 大 出现 一 次 。13 年 婵 也 是 13 年 后 大 量 出 现 一 
次 。 这 两 种 星 都 是 单一 世代 ， 两 代 问 没 有 重 迭 ， 
至 于 7 年 蝉 、4 年 蝉 和 3 年 蝉 则 是 每 年 都 有 的 ， 
并 非 单 一 世代 。 

描写 昆虫 种 群 ， 可 以 通过 迭代 方程 来 描述 。 
WU x, ZR n EA 数 ， 则 可 用 一 函数 
SCC) 推算 出 Cans fC), 数学 上 较 易 处 理 的 
是 由 函数 ACL - oe) PER AER 

Ensi SÀL l= Xas — NEO, L Byer 
其 中 参数 4 满足 关系 式 O<A<4, 
在 蝉 的 选 代 关系 ye = 了 zs) 中， 车 因为 
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17 年 蝉 大 量 出 现 的 虫口 数 ， 则 经 过 17 次 达 代 后 
Hy = TD = FFA) = 天 TD =e, 我 们 
174 
以 后 将 f 的 ?次 复合 简 记 为 f Tee BPW 
FAR: TEDX 我 们 也 把 v, 称 为 了 的 17 
半期 点 。 
一 般 地 ， 我 们 有 如 下 定义 。 
定义 ” 设 有 函数 y= 了 (x), Af 表示 fu 
n KEA, W FADE Pr Bn 次 选 代 后 的 数 
值 ， 如 Fak, Ha BP 的 不 动 点 ， 但 
不 是 FM <M) MAB, WAR x。 为 f 的 8 周 
其 点。 了 的 不 动 点 即 AR. RS A 


He. mien 周期 点 ， 则 当 | Fe] <1 时 称 


n 周期 点 是 稳定 的 。 
请 注意 ， 所 Xx。 稳定， 是 指 在 x MEN 
任何 值 ， 经 选 代 后 仍 趋向 于 xX,， 即 具有“ 吸引” 


周围 点 的 特征 ，|-4《f") |<1 是 具有 这 一 特征 
的 一 个 判定 准则 。 册 复合 函数 求 导 法 出 知 
Be PD = PED ODF Cau) 


Pel 
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特 期 地 ， 若 n 周期 点 s 还 能 使 f(zo)=0， 则 
也 使 ( ifen o Ma 是 稳定 的 ， 

下面 我 们 来 分 析 选 代 关 系 zf =Xz。(1 - 
za) ， 当 入 取 不 局 值 时 的 情况 。 

(C1) O<A<1.f(2) she (1-2) 的 不 动 点 
满足 方程 


a=he (1-2), IET ESI 
解 之 得 z* =0 及 sa*=1~ 关 ,此 时 z*<0， 不 


合 要 求 ， 故 f(x) 只 丰 唯一 不 动 点 z?=0。 
IFO] = 和 <1， 故 0 是 稳定 的 。 


了 


20 
C2) IKAS, 
weit «tog x*= (1-4) pie ARA 
点 ， 其 中 0 是 不 稳定 的 ，1- pueden a, fÒ- 


4) aed, I< it, HAHA I. 


BAA MEM, oy 在 rei 


达到 极 大 值 人， 因 0<4<4， 放 f CO 值 域 在 
[0,3 中 ,因而 出 布 劳 威 尔 定理 可 知 确 有 不 动 点 。 
实际 上 算出 的 是 上 述 两 个 ， 我 们 说 1- 点 是 稳定 
BREDA, BREAN a40, MEARS 
BAF 1- 二 《如 图 1.6) 故 1-4, 是 稳定 的 ， 
而 X=0 昌 是 不 动 点 ， 但 不 稳定 。 因 0 附近 点 x.， 
只 要 双关 0， 经 迁 代 后 都 被 吸引 到 1 -L AR 


们 也 称 1-4 Mae, Ti wo 称 为 排斥 子 。 


当 4=3 时 ， 了 1- 二)= -1 
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AM RCE EMD, A= 3 是 破坏 解 稳定 性 的 
突变 参数 。 

(3) 3<A<14 J 63,449 

此 时 fr) ira- 2) 00.1] 仍 有 两 不 动 


ais om 1-44, mapas (1-4) [= 12 


-ÀA >I, 
考虑 二 次 选 代 关 系 PO) = FS) =x 
ZOLL- AX- A xfa), MBF 


的 不 动 点 有 四 个 .0 和 1- 二 piè f ARE 


点 。 此 外 还 有 


SOs SDE 


图 1.7 


zn YAUTDATD) 
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这 说 明 当 4>3 以 后 ， 不 动 点 1-A RR 


化 为 本 个 2 周期 点 ， 如 图 1.7。 从 初 伸 FP 
代 ， 到 1- 二 附近 时 ， 迁 代 过 程 于 绝 (1- 也， 


1 ~ 已) 这 点 向 外 发 向 地 转圈 ， 直 到 xX 入, 时 ， 


了 
出 现 二 只 循环 ， 即 ora Xa Ik. HP 


的 四 个 不 动 点 中 ， 两 个 是 1 周期 点 ， 都 不 稳定 ， 
两 个 是 2 周期 点 ， 都 稳定 . 


如 取 4=3.2， 则 xur= -于 =0.6875， A 


有 xX, = 0,5130,%,,=0,7995. OF Xo* 是 不 动 点 
《1 周期 点 ), 它 们 不 稳定 。%,, 和 Xi 都 是 稳定 的 。 
C4) 1+V 6<A<3,544 
这 时 将 会 出 现 4 周期 点 ， 例 如 取 4=3.5, 则 
4 周期 点 为 
0.3828 一 一 0.8269 
+ + 
0.8750 <—— 0,5009 


BE 4 的 增长 ，f 的 周期 点 个 数 不 断 增加 ， 
这 种 一 分 为 二 ， 二 分 为 四 的 过 程 ， 称 为 分 歧 过 
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E., BH 4=3 是 一 分 为 二 分 歧 值 ，1+ M6 是 
二 分 为 中 的 分 歧 值 ， 可 以 算出 ，4 = 3。544，3 .564 
分 别 是 四 分 为 八 ， 八 分 为 十 六 的 分 歧 值 ， 这 种 分 
HOUSE TT. 4 4=3,569945672.…… 时 ,出 现 周 
期 为 % 草 解 即 非 周 期 解 ， 此 时 即 进 入 混沌 状态 ， 
任 馈 初 值 殉 选 代 都 不 收 化 于 有 限 岛 吸引 子 ，Xs 可 
以 在 整个 [0,13 上 游 葛 ， 好 象 布朗 运动 那样 可 以 
随机 地 上 出现 在任 启 位 置 上 。 JO 虽然 连续 ， 但 
相隔 很 近 的 两 个 初 值 a p 经 若干 次 达 代 后 可 以 
相差 很 远 ， 但 也 可 能 相差 不 远 ， 似 乎 无 规律 可 
人 循 ， 这 种 由 - “个 很 普 双 的 确定 性 的 函数 y = AL 
=X), 0 所 Xl1，0<4<<4， 可 以 导出 某 种 随机 
现象 ， 这 自然 是 一 个 很 深刻 的 发 现 ， 确 定性 数学 
和 随机 现象 的 数学 之 闻 存 在 着 内 在 的 广 机 联系 ， 
一 个 确定 的 非 线 性 系统 可 以 没有 任何 随机 因素 的 
条 什 ， 却 有 一 个 随机 的 输出 ， 我 们 不 禁 饰 肥大 自 
然 规 律 的 神奇 。 

事情 尚未 到 此 完 绪 ，70 年 代 末 朝 ， 美 国 奈 夺 
尔 大 学 的 准 根 饱 姆 从 上 述 的 选 代 过 程 中 发 现 了 普 
适 常 数 4,869201629.…， 庄 看 表 1 。 

TELA RS EE AR ET OR HT 
部 得 到 4.669201629.… 这 个 数 ， 这 次 非 巧合 。 尽 
SOW MAA PRA, BARRAT 
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Hl 周期 倍 化 分 岐 中 间 更 比值 变化 情况 
fe) = ded) 
mO ARRA SEN mimic gram Ama 
mat Am 

1 oa s 
2 2 分 为 4 3.449489743 4.751466 

3 AHS 3, 544090359 4.656252 

4 8 分 为 16 3,561407266 4.668242 

5 16 分 为 32 3.568759420 4.66874 

6 32 分 为 84 3.569691610 4.6691 

oo 8M 3.569945972 4,669201629 


认为 它 是 骨 然 界 中 的 普 适 常数 ， 此 即 著名 的 菲 根 


SH NE TE 


现在 世界 上 至 少 有 几 千 名 学 者 热衷 于 混沌 理 
论 ， 期 望 这 一 现象 的 研究 会 揭示 宇宙 的 奥秘 。 


5. 周期 3 则 乱 七 八 精 


证 我 们 回 到 数学 上 来 。1974 年 4 月 的 一 天 ， 
美国 马里 兰 大 学 的 博士 研究 生 李 天 岩 走 进 他 的 导 
师 一 一 约克 教授 的 办 公 室 ， 约 克 随 口 对 李 天 岩 说 
“ 试 试 区 间 选 代 怎 么 样 ? ”一 个 星期 以 后 ， 李 天 


岩 证 明了 如 下 结果 ， 
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定理 1.8 # fx) 是 区 间 Cab) 上 的 连续 
各 映射 ， 卫 有 一 个 3 周期 点 ， 则 对 任何 正 整数 
n>3, ME n 周期 点 。 

这 一 定理 看 上 去 很 简单 ， 这 天 岩 和 约克 联名 
向 美国 数学 月 刊 投稿 。 这 是 一 本 中 级 数学 杂志 ， 
1975 年 出 版 的 第 82 卷 pp985 一 992 EBT Hk, 
MIE JL Period Three Implies Chaos, RER 
涯 本 人 的 译 法 就 是 《周期 3 则 忧 七 八 精 》。 这 篇 
不 起 可 的 小 文章 ， 由 于 通俗 易 私 ， 读 者 很 多 ， 物 
理学 家 也 接受 了 。 随 之 而 来 的 便 是 Chaos 热 
(Chaos 现在 通 译 为 混沌 ). 现在 , 它 已 发 展 为 研究 
混沌 现象 CHT, AE) 的 基础 理论 了 。 

这 一 定理 的 结论 很 简单 ， 但 并 不 直观 。 试 看 
图 1.8 中 的 通 数 ， 它 显然 有 一 个 3 周期 点 o 
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Ioi f(L)=1, Fa) = 0， 但 你 能 看 出 来 


它 会 有 4 周期 点 ,5 周期 点 以 至 对 任意 nina 
点 ? 亚 然 这 不 是 于 直观 能 办 到 的 事 ， 必 须 用 数学 
方法 严格 证 明 。 

为 了 证 明定 理 1.8, RAVE FAD 
Bl. 

命题 ， 设 f(x) 是 La, b] 上 的 连续 函数 ， 
了 pr 是 Cab) 中 的 ?个 周子 区 间 。 车 
HMPA, [APA a f(y) DA 
并 县 MAIO, W P 至 少 有 一 个 不 动 点 
Er MEADE fC Ap, k=0, 1, 2, 5 
n-i, GORRBM f 在 了 上 的 什 域 ) 

证 明 记 A4= (a,b) WASA) DA 
出 介 俏 性 定理 可 知 存在 abe, 使 得 
Fla) = au。 FO) = bo。。 仍 由 介 什 性 定理 可 知 
FCG") = Aa An = Ge" DIC Agar 
WE 4.4, 再 看 


FADIA WDA aes 
同 理 可 证 存在 SCI, 使 fod = 


A, WERE, WAR ER ac 
ty K=0,1,2. 0-2, 使 
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o FA = A Cte, k=0,1s" sh 2 

t FA gD = 424," 
这 表明 A Bk f 的 复合 得 

FECA HOA = A DA 

由 定理 1 .4 知 存 在 X € Ait tE E) = Yo 
此 即 证 明了 fe 4 pE RA a 仍 由 
FCS) = A*r 知 SEDE AACA 这 就 证 
明了 了 命题 

现在 我 们 来 证 明 李 天 岩 和 约克 的 定理 1.8. 

证 明 四 了 有 3 周期 点 ， 我 们 不 护 设 存在 
CLL, LA, BA fD Xis 了 (xD =x, fd 
=a, 记 Dok, J= Cxar, ME 
性 定理 知 FDD, Dfa (ADi. 
WE JI 了 DCxoyxD = 人 了,。 在 辅助 命题 中 取 

disda die 5, 
Anat Ay 

则 知 存在 HEA, 是 F 的 不 动 点 ， 且 ft) 
EJ, 0<k<n-2, [DEJ 现在 只 须 再 
证 x 不 是 人"(m< 翅 的 不 动 点 ， 事 实 上 我 们 可 
证 明 Xi fi). 0, PCO 是 两 两 不 辐 的 。 
WER, PD 是 Xos PEO PO) 
中 之 一 个 , WH PEA, O<k<n—2 可 知 
PUD EF M PTRD EF, KPO YE 
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RNA =izh FÈ 
ay = fa) = fE) 
= f(a = rE A, 
这 和 zo*€ Au 矛盾 。 这样 我 们 就 完全 证 明了 定 
理 1.8。 
有 了 这 条 定理 ， 我 们 就 知道 图 1.8 这 样 简单 
的 通 数 通过 挝 代 竞 可 存在 任意 重 的 周期 点 ， 直 观 
上 难以 置信 。 却 又 是 不 可 辩驳 的 事实 。 
李 天 岩 和 约克 的 文章 发 表 后 ， 人 们 发 现 这 个 
馈 果 只 是 苏联 学 考 沙 可 夫 斯 基 一 个 定理 的 特例 ， 
早 在 60 年 代 中 期 ， 沙 可 夫 斯 基 在 《 乌克兰 数学 杂 
a) 16% (1964) 上 发 表 了 一 个 深刻 的 结果 
定理 1.9 CORRELL WE Ave 
S EJA m MMA, MR n 按 沙 WR 斯 基 序 
大 于 m， 则 了 有 1 周期 点 。 
共 中 自然 数 的 沙 可 夫 斯 基 序 是 指 如 下 的 先后 
排列 ， 
3, Gy Ty ery 2nt1, 2n43, e 
3-3, 2:5, 2-7, =, 2C2n4+1), 


2(2nt3), o 
23, 2565, 2257, oe, Pnt), 
22n +3), "e 
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27-3, 275, 287, ory 
2°(2n+1), (2r +3), »"e 


a’, ak!) e, 16, 8, 4, 2, 1 
这 个 次 序 是 说 ， 先 排 从 3 开始 的 所 有 奇数 
然后 这 些 奇数 的 2 倍 ，22 倍 ，…2" 倍 ，…， 最 后 
一 行 是 2 (1= 0,1,2,…) ERE 
这 样 ， 3 是 沙 可 去 斯 译 列 的 第 一 个 数 ， 尾 何 
正 整数 * 都 会 在 沙 可 夫 斯 基 序列 中 出 现 。 这 正 说 
明 ， 李 一 约克 定理 是 可 沙 夫 斯 基 定 理 的 特例 。 
沙 可 夫 斯 基 定 理 的 证 明 并 不 太 难 ， 内 用 初等 
HIR, AMBRE TSB meso, 


6. 混沌 现象 的 数学 描述 


李 一 约克 论文 中 的 定理 已 经 是 沙 可 夫 斯 基 定 
理 的 特例 ， 在 数学 上 似乎 不 那么 重要 了 。 BEE 
一 约克 的 主要 功绩 在 于 提出 了 混沌 的 概念 ， 而且 
引起 了 物理 学 家 的 注意 

定义 (混沌 现象 ) AIT 上 的 连续 自 映射 
f(z)， 如 果 具 有 下 列 条 件 ， 称 了 产生 混沌 现象 

1. 了 的 局 期 点 的 局 期 无 上 界 。 

2. 存在 工 的 不 可 数 子 集 8， 满 足 ， 
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1” 对 任意 z,yES， 当 x# 关 yg 时 有 
lim supl f°(2)- f'G >0 
2” 对 任意 xz,yE8 有 
lim inf f'e) = f°) =0 
3” 对 任意 2c SH 了 的 尾 一 周期 点 y， 有 
lim sup] f(z) = f*(y)] >0 
从 定义 可 以 看 出 ，5 中 的 两 点 z ,3 AER 
后 不 会 彼此 越 来 越 车 近 《〈 上 上 确 界 大 于 0 ) ， 也 不 
REKREI (FARAO), MEHKA, B 
现 一 片 混乱 伏 态 ， 举 一 约克 的 论文 证 明了 ， 若 f 
有 3 局 期 点 ， 则 了-- 定 会 产生 混沌 现象 ， 这 个 结 
论 引起 了 世人 的 惊奇 。 
混 淖 是 古人 想象 中 世界 开辟 以 前 的 无 序 状 
态 。 蕉 古 开 天 地 ， 清 者 上 浮 为 天 ， 浊 者 下 沉 为 
地 ， 终 于 形成 天 呈 分 明 的 上 下 有 序 状 态 。 这 种 现 
RUA PSA, WRG A, RAR 
烟 ， 江 河中 的 率 流 ， 冬 天 沽 结 的 冰 花 ， 杂 乱 JE 
章 ， 混 沌 而 无 序 。 然 而 一 切 有 序 是 从 无 序 中 产生 
出 来 的 。 康 德 的 媳 云 说 揭示 太阳 系 是 由 混沌 弥漫 
WE ZIARE. ANDREE mA g 
(ERAS RR. WR ULL ATR Be 
性 的 描述 ， 那 么 现在 已 能 进行 定量 地 研究 ， 对 
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f(z) 整体 性 质 的 研究 出 现 数 学 理论 ， 而 计算 机 
的 迭代 则 提供 了 实验 手段 。 在 未 来 的 岁 朋 ， 温 泄 
现象 的 奥秘 必 将 进一步 被 揭 开 ,无 序 与 有 序 之 癌 
的 辨证 法 将 使 人 们 在 认识 世界 的 长 河中 达到 新 的 
境界 。 


二 基本 群 和 二 维 布 劳 
威 尔 不 动 点 定理 
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1。 不 动 点 性 质 


在 第 一 部 分 中 我 们 讨论 了 一 维 空间 也 中 的 一 
些 不 动 点 定理 ,现在 转交 二 维和 三 维 的 情形 ,类 似 
于 一 维 的 情形 可 以 说 , 设 XCR", 了 是 X WA 
BO, BEE LEX 使 了 (%,) =X。， 则 称 x。 为 
喷射 # 的 不 动 点 ，f 为 具有 不 动 点 的 映射 。 如 第 
一 章 所 说 ， 映 里 具有 不 动 点 是 一 个 整体 性 质 ， 它 
BAX AX, he REME, RAUF, 

例 1 RB 为 平面 上 的 单位 罗盘 ，f:B'-> 
B' 为 以 其 圆心 为 对 称 中 心 的 对 称 变 换 ， 可 以 看 出 
圆心 是 f 的 不 荔 点 ， 又 设 C 是 平面 上 的 疼 环 《 即 
平 环 )，g:C->C 也 是 以 圆心 为 中 心 的 对 称 变换 ， 
显然 9 是 没有 不 动 点 的 。 虽然 这 丙 个 映射 了 与 
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9 RH, hE B 与 C 不 同 ， 导 致 不 动 点 存 
ELODIE, RUT B' 与 C 具有 不 
Tel ASHE BR 


92.1 


H2 取 空间 RY 中 的 单位 球面 3， 将 S' 绕 
通过 南北 极 的 直径 旋转 a 角 ，0<a<z， W S 
AX HOY f, 显然 了 具有 两 个 不 动 点 OH 
极 和 北极 。 如 将 人 的 点 经 映射 了 后 ， 再 将 每 
TAARA HERRA, BRERA g, Wg 
不 存在 不 动 点 ， 这 反观 了 8 的 两 个 操 映 射 了 与 9 
上 共有 不 同 的 性 质 ， 

SBT AF, 

Ws HX MPLA T ROR MEH 
形 ， 如 Xir 0<%,,42<1}, PX WA 
TRY 1; 将 X 的 每 一 点 沿 其 到 Ox, Hh Re 
向 缩短 到 Ox, 轴 的 一 闪 距 离 《 见 图 2.3) 。 由 于 


57 


ta 


2,2 


§ geet dx, apt 


= ~ 一 一 二 一- 1 
| 14 
t 1 1 
1 i it 
1 1 1 
PEDES POOS WS 
7 Roky 
图 2.3 


X 没有 边界 ， 因 而 义 的 每 个 点 都 改变 了 它 的 位 
置 ， 即 f 没 有 不 动 点 ,映射 了 可 表示 为 ， 
f Filey st) = 2/2 


Fil @i sty) = ay 
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foxy = (3, x) 


其 不 动 点 方程 x*= 了 (XY) 为 
{ X=X/2 
Xs = K, 
EEX, D f 无 不 动 点 。 

由 例 3 可 知 ， 对 于 一 些 简单 的 自 映射 ， 可 以 
通过 儿 何 直观 判断 其 是 否 具 有 不 动 点 ， 亚 然 这 二 
极为 局 限 的 ,也 可 由 变换 式 列 出 不 动 点 方程 ,通过 
解 方 程 (或 判断 方程 解 的 存在 性 ) 玉 确定 不 动 点 的 
存在 与 否 。 然 而 对 于 不 少 的 自 映射 的 不 动 点 的 问 
题 ， 不 仅 不 能 直观 判断 ， 甚 至 连 其 不 动 点 方程 
TOO = 解 的 存在 性 也 无 法 可 知 ， 因 此 必须 另 及 
BR, 实际 上 正 是 基于 这 一 点 ， 不 动 点 理论 才 成 
为 许多 数学 家 追逐 的 目标 ， 他 们 从 各 种 角度 通过 
不 同方 法 去 探求 不 动 点 的 存在 问题 ， 又 将 得 到 的 
结果 运用 到 方程 解 存在 问题 等 各 种 领域 ， 从 而 使 
不 动 点 理论 成 为 数学 中 一 个 互 彩 缤纷 的 万 花 简 。 
研究 的 方法 一 种 是 对 自 映射 f 附加 以 一 定 的 条 
件 ， 如 定理 1,1 中 对 映射 加 上 “连续 ”的 假设 ， 
定理 1.6 的 了 限制 于 “单调 不 被”， 又 如 对 球面 
S 的 自 映 射 加 上 “连续 ”和 “每 一 点 不 映 为 对 
径 点 ”的 条 件 ， 则 必 有 不 动 点 《 见 第 五 部 分 》。 
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AM RMX IE, MMA BH 3 中 的 六 
RAMEN, WR MAAR, MAW 
可 知 闭 相 方形 上 的 每 个 连续 自 映射 都 具 有 不 动 
点 。 当 然 实际 上 对 J 和 羡 的 条 件 是 互相 紧密 联系 
的 ， 只 是 一 个 整体 的 两 个 钢 面 ， 犹 如 摄影 中 要 想 
得 到 一 张 清晰 的 照片 ， 在 对 谁 距 离 后 要 将 速度 和 
光 轿 很 好 配合 一 样 。 

定理 1,1 说 ，50,19 上 的 任 一 连续 自 映射 都 具 
ARAR, CARI ER” BRRR 
下 就 得 出 具有 不 动 点 这 一 很 好 的 整体 性质 ， 这 说 
HRA AER) [0,13 具有 一 种 很 好 的 内 在 
ER, SURE: EX CR", HEE 
BRM |XX 都 具有 不 动 点 ， 则 称 首 具 有 不 
动 点 性 质 *， 这 样 定 理 1.1 就 可 写成 00,1) 具有 
不 动 点 性 质 。 这 也 等 价 于 

一 维 布 劳 威 尔 定理 ， 一 维 闭 球 B=c-1,15 
具有 不 动 点 性 质 。 


' KARARA AER OR-ROERB, RK WHS 
问 , AXOARM, ARE EX 局 亿 X0)= Xos K 
Xe 为 JORS, HUF 具有 不 动 点 ! BXME— WR 
ARURAARD DR, WAX RARER M 
PPMERMU ARR, RAE FRB G Ri 
QA HT S fa. 


不 难看 出 “具有 不 动 点 性 质 ” 是 折 扑 性 质 。 
HEL, 2 RX--Y RAR. Ca h#g, 
Hoh, 了 了 ->X 存 在 并 连续 )。X AA 不 动 点 性 
质 ， 则 了 也 其 有 不 动 点 性 质 ， 因 为 著 f:Y->Y 古 
连续 映射 ， 出 ho ofohiX-X wee, A 
而 存在 X,ER 使 hoo foh(x,) =a, Hl fh? 
= 了 (xz)， 从 而 f RARI Ad, RAR 
YY 也 具有 不 动 点 性 质 。 

从 不 动 点 性 质 的 定义 可 知 ， 相 对 来 说 要 确定 
一 个 子 集 XC BR" 不 具有 不 动 点 性 质 比较 容易 ， 只 
需 寻 找 一 个 不 具有 不 动 点 的 连续 We 射 即 可 。 A 
如 ， 从 例 1 和 例 3 可 知 平 环 和 球面 S 都 不 具有 
不 动 点 性 质 。 因 为 容易 验证 例 1 和 例 2 中 记述 的 
MOREE, 又 如 RY 不 具有 不 动 点 性 质 ， 这 
KR Ry Ox, REE EB, or, Xatt, Xa) 
(MAAR, AAD, REP RAR 
AES, RATT, Hee ey aE 
B- {0) 不 具有 不 动 点 性 质 ， 无 不 动 点 的 连续 自 
映射 取 为 ， 将 BF- { 0} 的 每 ~ 点 绕 O 旋 转角 度 
acn), ARENAER XCR 具有 不 


动 点 绝 非 容易 了 ， 基 至 要 想象 R yiil 
ARF 具有 不 动 点 性 质 都 会 感 到 无 从 下 


手 ， 出 使 象 定理 1.1 已 经 运用 分 析 工 具 证 明 出 来， 


ay 


而 在 几何 直 疯 上 也 并 不 是 好 理解 的 ， 或 许 这 正 是 
至 今 找到 的 具有 不 动 点 性 质 的 空间 不 太 多 的 原因 
吧 。 这 方面 的 首创 的 工作 当 数 布 劳 威 尔 的 定理 : 
定理 2.1《 二 维 布 劳 威 尔 定理 ) 平面 上 的 闭 
BRP RAR EM, ME- ERR Bo 
B' 具 有 不 动 点 。 
下 面 两 节 将 给 出 这 一 定理 的 不 同 证 明 。 


2. 向 量 场 


本 节 将 给 出 二 维 布 劳 威 尔 定理 的 一 个 直观 的 
SILAGE. 

HERMEEN, AXE R HAET 
R, TXR pw, MRY CX, # 
唯一 的 FOO HRA, RPTE X A ET 
MEAR, EAE) EAA, 
FOOALER, TERA j 就 确定 了 一 个 R 中 的 
定义 在 性 上 的 向 量 场 〈 若 DCR, R' p D 上 的 
WAG v 是 指 ， 对 每 一 XE D， 都 有 一 个 BR: 中 
的 以 为 起 点 的 向 时 V(X) 与 其 对 应 ) 。 反 之 ， 
若 给 出 定义 在 XCH 上 的 向 量 场 0， 则 确定 了 
一 个 映射 J: 有 二 RR:， 它 将 每 个 XEX gh Df Ee 
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Sexy 


图 2.5 图 2.6 
oe) HR, 

于 是 我 们 看 到 ， 映 射 XO? 与 关上 的 向 
量 场 0 之 图 存在 一 个 一 一 对 应 关系 ， 例 如 图 2.5 
所 未 的 向 量 场 对 应 于 和 上 的 常 信 喘 射 ， 图 2.6 所 
示 的 向 量 场 表示 了 的 平移 映射 。 这 样 我 们 就 通 
‘SAF BY JL ASE A a A 


EL, -ARERR BRAS X—-R E 


连续 的 ， 就 称 与 它 对 应 的 〈 也 可 称 等 价 的 》 疯 量 
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场 v 是 连续 的 。 

疝 最 场 有 一 些 很 有 趣 也 很 有 用 的 性 质 ， 我 们 
E-IZ. 

设 C 是 平面 内 的 一 条 闲 曲 线 ，v 是 C 上 的 连 
ARA, HIES ECH olr 40, ROU 
一 个 定向 ， 从 O 上 任 一 点 Ps 开始 ， 让 点 z HC 
按 其 定向 走 一 轿 ， 向 是 o) 从 Pa 处 出 发 回 到 
原 处 ， 出 于 向 量 场 "是 连续 的 ， 因 而 向 量 o) 
转 过 的 角度 的 代数 和 《以 道 时 针 的 转动 角 为 正 ， 
WT yh) 必定 是 2 的 整数 倍 ， 称 这 整数 为 
沿 定向 闭 曲线 C 的 向 量 场 oR A Wo, 
0) 。 显然 ， 任 一 闭 曲 线 上 的 常 向 量 场 的 指标 为 
0。 又 如 对 图 周 8 给 以 道 时 针 为 定向 ， 在 8! 的 
每 一 点 附 上 一 个 单位 切 疝 量 ， 其 方向 与 8! 的 定 


wx) 


st 


2,7 
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HAA RERET S' 上 的 一 个 向 量 场 v 
(2.7) ， 显然 它 的 指标 所 (v,587) = 1。 图 2. 8 
BA S81 上 的 另 一 商量 场 w 的 指标 Ww，S')= 
- 2 。 对 任 一 条 光滑 的 不 打 结 的 闭 曲 线 C， 每 一 
点 附 以 单位 转向 量 ， 得 到 向 量 场 。 ， 则 其 指标 
WC) = 二 1, 这 是 著名 的 切线 旋转 指标 定理 。 


图 2,8 

对 于 球面 SMARTER, Bees 
E88, 在 s 处 附 以 向 是 v( z)， 它 是 5 在 点 z 处 的 
切 向 后 ， 这 样 得 到 的 向 量 场 u 称 为 球面 St E 
的 切 向 量 场 。 对 此 我 们 不 各 证 明 地 十 述 下 面 的 定 
m, 

定理 2.2 o 是 球面 8* 上 的 连续 LE 
Bi, WED ALES", foley = 0。 

AMA PI, RE 如 上 不 存在 
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无 处 为 零 的 连续 切 向 量 场 ， 这 个 事实 是 一 个 十 分 
动人 的 结果 ， 它 有 一 个 外 号 叫 作 “发 球 定理 ”.。 
镍 困 让 球面 的 每 一 点 长 出 一 根 头 发 ， 淮 想 举 试 把 
这 些 头 发 处 处 乎 滑 地 梳 拢 在 球 的 表面 上 ， 那 他 将 
必然 遭 色 失败 ， 尽 最 大 努力 也 只 能 作 到 如 图 2.9 
所 杀 那 样 留 下 很 少 的 一 两 个 条 点 ， 即 常 说 的 头 上 
Mi Ache. SARE TOR LS OF 
好 ， 那 么 这 些 头发 的 功 疝 量 将 给 出 S 的 一 个 无 
处 为 零 的 连续 切 向 量 场 , 这 与 定理 3,2 是 矛盾 的 。 


图 2.9 
定理 2.2 的 结果 还 有 一 个 有 趣 的 解释 。 我 们 
可 将 S 上 的 连续 切 问 昌 场 解释 为 一 个 流 ， 定 理 
2.2 说 明 ， 球 而 上 的 任 一 必定 流 〈 即 不 随时 间 改 
变 的 流 》 吾 少 有 一 个 静止 点 ， 如 将 地 球 表 面 看 成 
球面 ， 且 风流 的 速度 向 量 古 连续 的， 则 在 任 一 
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Wi, ERLIK- PALA 
“RRM” SRT ARRATS A 
关系 ， 对 此 有 如 下 推论 ， 

推论 FMAM fiSS 将 S 的 每 一 
sis BERRIRA, M 了 具有 不 动 点 。 

ER ”假定 存在 满足 条 件 的 一 个 了 不 具有 不 
动 点 ， 将 每 一 点 XE S: 与 了 (x) 相 联 得 到 球面 S: 
上 的 一 个 连续 向 量 场 b, 且 出 假设 对 每 一 ES 
VO 都 不 垂直 于 SK 处 的 切 平面 ， 因 而 将 
V(X) 投影 到 x* 处 的 切 平面 上 上 时， 投影 向 最 不 是 
FHR, RARE S 上 的 一 个 无 零点 的 连续 切 
Wt, HELFE., MEERN. 

现在 我 们 利用 向 量 场 给 出 二 维 布 劳 威 尔 定理 

《 即 定理 2.0) AULT SER, eee: 
REDERI, Mee MRR, BE 
SOM fB BR, WEE 了 B: 没 有 一 个 点 保持 
不 动 ， 这 样 每 一 点 在 映射 后 都 变 到 回 内 或 回 上 的 
另 一 处 。 设 闭 圆 盘 的 人 尾 一 点 卫 KE Be DUNS at 


* 这 摧 论 也 可 根据 下 面 用 向 量 场 证 盟 布 劳 戌 尔 定理 的 方法 
EREN, AURA AM REAR, Wv TE 
ROLGESCAAR TEEN, SRR ET HAN 
的 问 量 场 的 指标 变化 ， 


ar 


图 2.10 


P', B 的 无 不 动 点 的 连续 自 映 射 了 对 应 有 闭 加 
盘 上 的 一 个 死 零点 的 连续 向 量 场 ?， 即 uP) = 
PP' .现在 考虑 边界 圆 C RC 上 相应 的 问 量 场 ， 

BARR LEAR RSE, AHX 
任意 TEC, ME v(x) 总 指向 国内 ,如 果 给 C UL 
六 时 针 的 定向 ， 则 我 们 可 以 断言 ，C 上 的 向 量 场 
v 的 指标 Wo, O=1. 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 
(NEC 的 定岗 作 C 的 单位 切 向 量 场 t, 如 前 所 
说 ,，t 的 指标 WC, © = 1， 因 而 我 们 只 需 证 明 
C 上 的 向 量 场 ?和 t 有 相同 的 指标 。 如 车 不 然 ， 

由 于 v 和 + 都 是 连续 向 量 场 ， 则 沿 国 周 C 向 量 
2 (xz) 必 定 绕 0c) BE HE ee 这 样 vCx) 必 
然 出 现 切 线 位 置 ， 然 而 根据 假设 这 是 不 会 出 现 
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N, Hey We, Cy=1, 

WES EOL SBC 同心 的 国 ， 以 及 
这 回 上 相应 的 向 量 场 ， 则 这 向 量 场 上 的 指标 也 必 
定 等 于 1， 这 是 因为 当 边 界 赔 连 续 地 变化 到 一 问 
DAN, ATHEA ?是 连续 的 ， 因 而 从 一 点 到 
另 一 点 时 向 芋 方 向 是 连续 变化 的 ， 从 而 在 各 同心 
圆 上 岛 量 场 的 指 杯 也 站 连续 变化 的 。 但 是 指 乓 只 
能 取 整 数 ， 因 此 必定 永远 等 于 其 原来 的 值 1 A 
为 从 1 跪 到 具 他 整数 将 产生 指标 变化 的 不 连续 性 
(一 个 连续 变化 的 量 如 果 只 能 取 整 数值 ， 它 必定 
是 一 个 常量 。 这 个 结论 是 在 许多 定理 的 证 骨 中 经 
常 出 现 的 典型 数学 推理 ), 从 而 我 们 能 角 找 到 任意 
小 的 同心 图， 对 这 加 上 的 向 量 场 的 指标 是 1。 然 
而 这 恰恰 又 是 不 可 能 的 。 因 为 根据 映射 连续 性 的 
候 设 ， 在 一 个 充分 小 图 的 向 量 的 方向 均 近 似 于 
图 心 处 的 向 量 方向 ， 因 此 我 们 可 以 选 到 尾 够 小 的 
BI, ÉE v(x) 绕 它 一 图 的 角度 变化 的 绝对 值 
小 于 给 定 的 一 个 正和 角度 ， 例 如 10。， 这 就 意味 着 
这 个 很 小 的 转 上 的 向 量 场 2 的 指标 为 0 。 这 个 巴 
后 说 明 原先 所 作 的 用 大盘 到 自身 的 连续 映射 没有 
不 动 点 的 假定 不 能 成 立 ， 从 而 定理 3.1 成 立 。 

以 上 证 明 利用 向 量 场 这 一 工具 ， 将 B 的 无 
不 动 点 的 连续 骨 映 射 转化 为 C0, 1] 上 的 连续 整 人 


~ 


4g 


Hk W=W, C), Soh r BAD 
fE, TCCO,1I, AWARA 1 处 的 值 为 1 ， 面 
TE O 处 的 值 为 0(C(0) 变 成 点 图， 指 慰 视 为 6 ) ， 
从 而 得 出 矛 盾 。 如 果 将 Bt 中 挖 去 一 点 0， 则 E 
BWW, COMER OIL, ATIE 
出 矛盾 ， 从 而 证 法 失效 ， 或 是 命题 不 成 立 。 事 实 
上 在 红 中 我 们 已 经 说 过 ， 控 去 一 点 的 贺 盘 不 有 具有 
个 动 点 星 质 。“ 连 续 自 映射 ”这 一 条 件 不 变 ， 空 
闻 从 Bt WEN Be {O} 就 失去 了 “具有 不 动 点 
性 质 ” 这 一 特性 ， 这 就 说 明 B 与 B:~{O) 在 
某 一 方面 有 明显 不 间 的 性 质 。 下 一 节 我 们 将 从 这 
一 角度 出 发 来 讨论 布 劳 威 尔 定理 。 


53。 闭环 路 、 基 本 群 和 布 劳 威 尔 定理 


我 们 先 从 几何 直 疯 上 来 观察 为 什么 回 盘 B: 被 
头 了 一 个 小 洞 后 就 不 再 具有 不 动 点 性 质 了 。 对 钢 
WT ARB ~- {O}， 很 容易 通过 一 个 连续 映射 将 
E EHUR S 上 去 ”， 这 只 需 将 圈 心 Ot 
S WEAR, 把 一 条 半径 上 的 点 都 唤 到 半 
径 的 外 端点 ， 不 玲 验 证 这 一 映射 是 连续 的 《如 对 
Wk 忆 作 这 一 映射 ， 就 无 法 确定 O 映 到 S 的 何 
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kb, HROHORB S 的 哪 一 点 ， 都 会 玻 坏 这 
映射 的 连续 性 ) 。 我们 引入 下 面 的 术语 找 述 这 一 
结果 ` 
EX BASHPSAXWTR, BRM 
SOG TXA, ERI > 限制 在 4 上 时 是 便 
SRG, Wr] A = 雇 。(id 表 示 恒 等 映射 》， 则 
MARX ORE, rE CRAB) RRS 
映射 。 
例 1 We, WROR, WRB 
CR) 是 大 图 盘 BCR) 的 收缩 核 。 保 核 收缩 映射 
作法 ， 将 圆 环 部 分 的 点 向 心地 上 映 到 BR) 的 边 
REL, m BORD 的 点 保持 不 动 〔 这 一 点 按 定 
义 是 必须 遵循 的 ) 。 

例 2 M2. 12@) Bim, WX= RBA E 
= 小 圆 盘 U 线 段 4B， 则 ERX 的 收缩 核 。 保 核 


G 


图 2,11 


2,12 


62.13 


CMTE, 再 的 点 保持 不 动 ， 把 天 一 至 的 点 
分 成 四 部 分 ,如 图 2.12(2)， 将 工 的 点 喘 到 4 点 ， 
焉 指点 按 水 平方 面 映 到 线段 4B3 上 上 上， 下 的 点 按 水 
平 廊 而 上 映 到 小 贺 盘 前 这 界 贺 上 ， 丁 的 点 瞻 到 点 
O, 

读者 容易 验证 图 2.13 中 线段 AB 是 区 域 D 的 
收缩 核 。 


这 祥 我 们 就 可 将 本 季 一 开始 讨论 的 结果 改写 
R: WAA S 是 B- {0O} 的 收缩 核 ， 这 一 结 
论说 明 ， 从 某 一 角度 看 刺 破 的 圆 盘 与 S (几乎 的 
ST AGM) 有 相同 的 特性 。 

注意 ， 前 面 的 讨论 并 没有 得 出 “S' 不 是 B: 的 
收缩 核 " 这 一 结论 ,因为 要 证 实 这 结论 不 是 靠 恰 验 
若 于 个 蜂 射 所 能 解决 的 。 然 而 从 几何 直观 想象 感 
到 这 一 结论 应 该 成 立 ， 即 欲 将 无 润 辐 盘 捏 到 整个 
ARNE 非 使 这 加 盘 破裂 不 可 ,而 这 就 会 导致 映 
射 不 连续 、 事 实 上 确实 有 

定理 2, 3 JANS 不 是 半圆 盘 B 的 收缩 


B. 
然而 要 严格 证 明 这 一 定理 并 不 是 很 简单 的 
这 将 是 本 节 的 主要 任务 在 证 明 这 一 定理 以 前 ， 
先 观 察 它 与 “B: 具 有 不 动 点 性 质 ” 的 事实 (定理 
LD 是 否 有 关 ， 下 面 一 个 简单 的 证 明 表 明 ， 定 
更 2,1 是 定理 2,3 的 推论 。 
假定 存在 连续 映射 fB B, EKRAR 
动 点 ， 则 对 每 一 XEB' 有 fox, IA fe) 
到 XY 的 射线 ， 它 必 与 边界 图 交 于 唯一 的 一 点 x 人 ， 
这 样 xo! 确定 了 闭 圆 盘 到 其 边界 加 上 的 一 个 
映射 9:B'->S: (图 2,14) ， 它 使 边界 圆 S: 的 每 
TARA, BF g| S:=ids， 由 映射 了 的 术 
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续 性 容易 得 出 映射 9 的 连续 性 。 这 样 9 就 是 了 "到 
S 上 的 保 核 收纳 映射 ， 与 定理 2,3 了 矛盾 ， 因 而 定 
理 3.1 成 立 。 


图 2.14 


一 个 直观 的 区 别 圆 盘 与 有 NAA 〈 包 括 加 
AD 的 性 质 是 ， 如 从 一 点 XE B* 出 发 ， 用 细 强 
在 B 内 铺 一 条 回 到 点 % 的 闭环 路 ， 则 通过 将 细 
绳 收 紧 ， 兹 闭环 路 必 可 收缩 成 点 2 但 在 有 洞 加 
盘 内 这 样 做 时 ， 未 必 都 是 如 此 ， 当 闭环 路 绕 过 油 
(一 图 、 二 图 等 ) 时 就 不 能 收缩 成 一 点 。 下 面 我 
们 引入 一 些 定义 和 定理 来 说 明 这 一 点 。 
定义 ”拓扑 室 间 瑟 内 的 一 条 道路 是 指 一 个 过 
续 映射 pil>X, Hp I= [0, 1 ， 点 ?(0) 与 
POLIS FR ? 的 起 点 和 终点 ， 营 及 的 一 
条 道路 ?:I-> 了 满足 条 件 ?C0) =?(1)， 即 起 点 
和 终点 相同 ， 则 称 y 为 X 的 一 条 环 路 ，p《0) my 
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作 这 环 路 的 基点 。 
Hv 是 一 条 环 路 ， 则 由 下 确定 的 x: 也 是 
Bs 
PID =rG-t), O<t<t 
它 与 ”有 相同 的 基点 ， 称 为 ? 的 北 环 路 。 车 4 
和 有 是 基点 相亲 的 两 条 环 路 ， 定 义 它们 的 乘积 
aß 为 环 路 * 


HIB MARARA <p， 实 质 上 就 是 将 e 的 定 
UREA COLL, TA 8 BERERA 


Chol] E, WEIR. MERA ARA 


BD 


* RA a 的 连续 性 可 由 帖 合 引 理 得 到 。' 


基点 的 所 有 环 路 在 上 述 乘法 和 着 的 定义 下 不 能 构 
成 ~ 个 群 ， 但 是 经 过 用 “ 同 伦 ” 将 所 有 环 路 分 类 
后 就 能 到 一 个 群 一 基本 群 。 
定义 “ 设 <，8:I- 苞 是 的 两 条 道路 ， 车 存 
在 连续 映射 Hilx I-*X,， 使 
HO, t)=at), 
HO, =80), VIGI 
则 称道 路 a 同 伦 于 B， 记 为 He, ERRA H 
叫 作 a 到 8 的 同 伦 。 
道路 a 同 伦 于 B 的 直观 几何 解 宏 为 ,a 可 通 
过 连续 变形 变 到 8， 而 下 表示 了 这 个 连续 变形 的 
过 程 ， 如 图 2.16， 若 a，8 是 同一 基点 的 环 路 ， 
则 a 县 8 表示 环 路 a 可 变形 为 B， 如 图 2.17。 


| > geht) 


图 3.16 
Gl 设 XE 如 中 的 是 集 diye, yeX, 
线段 xy 上 的 点 均 属于 X) , a, P 是 X 的 两 条 道 
B UHE EEL ER oh 43 8(t) 的 线段 


acne) 


$42.17 


含 于 义 内 ， 于 是 oO 可 沿 这 线段 滑动 到 PD, 
从 而 使 CHET B， 确 切 地 说 就 是 定义 同 伦 五 为 
Ho, N= (1 -Salt) +s, 

oss, f<1 
WNP ARRAS. 

一 个 自然 的 想法 是 将 相同 基点 的 同 伦 环 路 看 
作 是 同 燃 的， 即 本 质 上 是 相 网 的 ， 下 面 的 引 理 证 
实 了 这 种 想法 的 合理 性 。 

引 理 ”空间 关内 具有 相同 基点 的 全 体 环 路 构 
成 一 个 集合 ， 则 环 路 的 疗 伦 是 这 集合 上 的 一 个 等 
HRA. ` 

证 明 首先 对 任 一 环 路 a 有 aHa, ZEH 
定义 为 
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His, =a 
HK, # aH86， 则 8Ga， 其 中 G 取 为 
Gs, t=H(1-s, © 
最 后 ， 若 4 县 8，BGv， 则 oEv, KARBRPFH 


Has, Ð oss<t 
Fo,b=f 1 
Gos- $<s<i 


因而 同 伦 是 一 个 等 价 关系 , 口 

据 此 引 理 就 可 将 具有 相同 基点 DEX WHA 
环 峰 按 癌 伦 这 一 等 价 关系 分 成 等 价 类 ， 称 这 种 等 
价 类 为 则 伦 类 ， 记 a 所 属 的 同 伦 类 为 (a>。 这 样 
一 个 同 伦 类 中 的 每 一 环 路 都 可 盘 过 连续 变形 变 到 
这 类 中 的 任意 另 一 环 路 ， 即 在 租 差 一 个 连续 变形 
下 同类 的 环 路 是 一 样 的 .给 出 “cy 和 <>, A 
然 地 定义 同 伦 类 的 乘积 和 道 : 

<a> <A = ap， = <a“ - 

这 个 定义 是 有 意义 的 ， 即 与 代表 元 的 选取 无 关 。 
pilin, Ha'Ea, #GA, W a'B8'HE4B8， 这 只 项 
RHH 


F(s, 2t) 0<ts 工 
| 2 
Go, -D Later 
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现在 我 们 可 用 环 路 同 伦 炎 来 构造 一 个 群 。 

定理 2.4 ”拓扑 空间 六 中 以 VEX 为 基点 的 
GH BRERA <a) <B> = cp 下 构成 一 
个 群 . 这 个 改称 为 XA wo 处 的 基本 群 ， 记 为 
a (X, TX) 

证 明 只 需 采 用 代数 上 对 群 的 规范 证 法 。 

1 证 结合 律 成 立 ， 即 对 任意 l, <8, 
《> 有 

(Kay <B>) <p> = > (KB <p?) 

它 等 价 于 Cah) = a> 《By), XRG TE 
(ap)y=aCfy), BRK Gp) yHa(by) WAR 
一 致 ， 只 是 在 作 乘积 过 程 中 22M ? 的 定义 域 
PER MRA. 对 (a8)y, a, BR y 的 定 
义 城 分 别 庄 缩 为 C0 ,二 ch, Jmc D, 
而 对 oR, HRB COLI CL, 25 和 


[六 ,17。 这 可 用 下 耐 的 连续 函数 J111 MMA 
#: 


| 2 0<t< 于 
tri 
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通过 f 的 调整 即 得 Ay = afma). 
BR 了 的 作用 如 图 2.18。 


+ tagy 


jase 


> 
+r 


2,18 


2” 章 位 元 素 定义 为 点 x 处 的 常 值 环 路 e 的 
HŽ e, Hh en eC =x，0<ts1 所 确 
定 《《e> 的 几何 特征 是 ， 若 ?E <e>， 则 ?可 通过 
连续 变形 成 一 点 ) 。 对 于 ale = 《a》= <e) 《ay 
的 证 明 ， 可 作 类 似 于 1° 的 调整 函数 了 (不 过 这 里 
是 二 段 分 段 函数 ) 、 就 可 证 得 ae~a 和 ea 二 a， 
如 证 exa RRR 


KORSI z 


6 $<t<i 


3° UE <@><a>"*= Xe, Bl cavHe, RA 
2.39 的 同 伦 设想 可 直接 定义 再 为 
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acaty osts 
HG, t) =; a(t) s<2t<2-s 
| a™(2t-1) 2~scetce 
定理 证 毕 ， 


/oy 


图 2,19 

现在 我 们 已 通过 同 伦 对 空间 苹 的 每 一 点 + 建 
EDk mX, x), REE 就 会 产生 这 样 
的 问题 ， 间 一 空间 在 不 同 点 处 的 基本 群 是 否 相 辣 
BULB EE? 答案 是 否定 的 ， 稍 后 一 点 将 举例 
WE. AER X AUB ASR RAE 
得 出 肯定 的 结论 。 
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定理 2,5 若 空 间 XA REM, MAX 
的 伍 间 两 点 总 有 关中 的 道路 将 它们 相连 。 则 对 任 
总 两 点 Pa EXE aX, DAHP, Q. 

在 证 明之 前 先 对 道路 作 一 些 补充 说 明 ， 对 道 
路 ?也 可 定义 其 递 为 Pb = yl 一 和，0 志 tl 
若 两 条 道路 a 和 8 满足 2(1)=8C0), BB 4 的 
RARE 有 的 起 点 ， 则 可 定义 它们 的 乘积 cp 

(将 “和 8 连接 成 一 条 新 的 道路 a): 


a(aty ostet 
apm ={ 12 
P-D Biel 

容易 证 明道 路 乘积 和 逆 有 以 下 性 质 ， 


1° 车 axa’, Pus’, Hal1)=BC0), 
C1 = BO), MW apra'p’, 

2” 若 道路 a, BR + 满足 261) =8C0) 
和 ECD =PO), 则 (ayy~a(By)y 

3° aa me, aame, Bea e 是 a(0) 为 
基点 的 常 值 环 路 。 

定理 2.5 的 证 明 由 于 以 是 道路 连通 的 ， 故 
存在 从 P 到 9 I, Ay. A y 可 自然 
地 作出 ?和 9 处 同 伦 群 之 闻 的 映射 ， 设 x 是 以 
P 为 基点 的 一 条 环 路 ， 则 O Ay g 为 基点 
的 环 路 (图 2.20) ， 因 而 可 令 


图 2.20 


Fm, Pr, Q, 
Laj p'ap). 
利用 上 面 的 性 质 1 "一 3"， 容 易 证 明了 映射 f, 是 有 
ELH, WEE- TAR. f au fi 也 存在 ， 
车 PRU 9 为 基点 的 环 路 ， 则 
fn(X, Qn, p) 
<P ypy 
Ef” 也 是 同 态 ， 因 而 f RAM, SME, 
根据 这 一 定理 ， 道 路 连通 空间 六 在 每 一 点 处 
药 基本 群 都 同 构 ， 因 而 训 说 成 是 和 的 基本 锋 ， 记 
AS), JSR A fee BOT EB, xt 
Re 中 的 道路 连通 子 集 而 言 ， 基 本 群 可 以 用 来 刻 
画 子 集 LGA. FPL AY RAB 
的 基 术 群 。 
1) X 是 R 中 的 凸 集 ， 特 别 X= Be", A 
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AORERE, Bb mC) = {e}。 因 为 以 X 为 基 
点 的 任 一 环 路 都 可 通过 直线 同 伦 ( 见 本 节 的 例 ) 
收缩 到 点 L. 我们 称 基本 群 平凡 的 空间 为 单 连通 
空间 ， 它 的 特点 基 任 一 环 路 都 同 伦 于 一 点 。 
2) 单位 圆 S 的 基本 烙 nSz, Rp 
Z 是 整数 群 。 若 给 S 以 定向 ，% 是 绕 S' 转 mm 图 
的 环 路 ， 将 《a> 对 应 mEZ。 

D 球面 S"(n 之 2) 的 基本 群 是 平凡 的 ， 因 
而 S*(n 关 2) 是 单 连通 的 。 

D 环 面 T 的 基本 群 x,(T) 之 ZxZ。 先 给 
环 面 上 的 纬 线 贺 和 经 线 旷 以 定向 ， 若 a 是 环 画 上 
APROMA, RARA n BHR, I <a> xt 
应 于 Gu, nEZxZ, 

fl WX=SU(HbO}, WX PR 
通 的 ， 因 为 圆心 与 圆 上 一 点 无 道路 可 联结 。 显 
然 aX, O) 是 平凡 的 , 车 PES, WM aX, 
了 ) 二 Z， 这 就 说 明 不 是 道路 连通 的 空间 在 不 同 点 
处 的 基本 群 未 必 辐 构 。 

现在 已 经 看 到 ，B: 的 基本 群 是 平 几 的， 而 边 
RA S 的 riCS9 一 QZ， 这 从 环 路 的 角度 描述 了 
它们 的 不 闻 特 性 。 要 利用 这 结果 来 证 明 S 不 是 
Poi, ARERR, 若 f:X-> 了 是 道 
REBT ZO, fF 能 使 x,(X) 与 
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mu(Y) 发 生 什么 联系 呢 ? 对 此 我 们 可 分 析 一 下 两 
罕 间 前 环 路 在 了 下 的 联系 。 先 选 XEX 为 基点 ， 
在 Y 中 选 y= 了 x) 为 基点 ,车 为 XAA x 为 
SEAM, WOH fea 是 了 内 以 8 为 基点 的 
一 条 环 路 。 FUE, BEX asp, 则 在 
Y 内 六 ge 一 六 8， 因 此 可 以 定义 映射 

fait, x) >a lY, y) 


<a) <foay 


HF (op) GOGA, TRE fR 
同 态 ， 称 fa 为 f 的 诱导 同 态 。 

根据 诱导 同 态 的 构 作 立 即 可 得 。 

《1 ) 二 等 映射 的 诱导 同 态 是 同 构 。 


(2) PRR xov ing 
Gefa = a°fs 
WG (2) ROA FW kX>Y, H 
hh h` k 
X>Y>X 与 YoxX-Y 
得 出 
hohy = Gdg)y tt (X) ->r (X) 
hacha = Cidy) in (Y) 0, (YY 
因此 heim, Or SRL, MR 
在 间 构 意义 下 是 拓扑 不 变性 质 。 
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有 了 诱导 同 态 这 一 桥 权 我 们 就 可 最 后 完成 定 
更 2.3 的 证 明了 、 

定理 ?2.3 的 证 明 ”假如 看 在 连续 映射 fB 
S, CHES 上 的 每 点 不 动 ， 令 iS'~B' 是 内 


i f 
含 映 射 ， 即 任 一 XE S'，iX) =X。 由 SOB 
S: 可 得 


ia fe i 
aS n (BaS 


然而 对 所 有 ESB foi(X)=x, 即 fig S 
BESRA, Bi fects 是 2S) 到 自身 的 同 
构 ， 这 样 fe DELMAR, E nB) 是 平凡 
的 ， 而 m(S0 ZZ， 这 就 产生 矛盾 ， 从 而 定理 成 
xO 

最 后 我 们 以 下 列 风 点 说 明 作 为 本 节 的 结束 。 

D 本 节 通 过 同 伦 对 每 个 道路 连通 空间 建立 
了 基本 群 ， 它 能 反映 E PHFMESA RR 
性 质 ， 利 用 基本 群 证 明了 定理 3.3， 而 定理 2.1 是 
它 的 推论 ， 这 样 我 们 用 拓扑 方 法 给 出 了 二 维 布 劳 
威 尔 不 动 点 定理 的 又 一 证 明 

D 本 节 对 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 论证 最 好 
地 显示 了 代数 与 拓扑 之 闻 的 相互 作用 。 在 来 的 几 
何 句 题 是 困难 的 ， 但 是 一 旦 翻译 成 了 代数 问题 
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只 用 非常 简单 的 思想 就 解决 了 。 

D 利用 同 伦 的 方法 研究 拓扑 空间 的 性 质 的 
理论 称 为 周 伦 论 ， 基 本 群 是 它 的 一 个 内 容 ， 同 伦 
论 是 代数 拓扑 的 一 个 组 成 部 分 。 

O 定理 2,3 对 n 之 1 都 成 立 ， 即 ，S” :不 是 
BP 的 收缩 核 。2>>2 时 ， 沉 要 同调 群 加 以 证 明 ， 
本 书 第 三 部 分 将 对 n=3 作 概要 介绍 ， 对 n=1 的 
证 明 如 下 车 存在 保 核 收缩 驶 射 7:5-1，1) 一 
{-1,1}, HF ?是 连续 的 ，C-1，1 是 连通 
的 ， 故 它 的 象 集 ?人 ~- 113 ={ ~11} 也 是 连通 
WW, PE, B(-1, 1 )} 不 是 [~- 1，13 的 收缩 核 。 
报 据 这 结论 又 可 推出 一 维 布 劳 威 尔 定理 。 若 存在 
连续 映射 了 [一 1,1)>[ -1，1]， 它 不 具有 不 动 
点 ， 则 对 每 一 +EL 一 1,1)，f(%) 隆 X*， 这 样 可 以 
EAEN- -lh POr, 
令 g(G0)= -9 Ë fOO 49@=1. 因为 
for, MAG(-1)=-1, 9(1)=1 HM 
了 连续 可 知 9 也 连续 ,于 是 9 是 [~ 1,139 (-1, 
1} 上 的 保 Be 收 缩 映射 ， 这 是 不 可 能 的 ， 从 而 
[~1,12 的 每 个 连续 各 映射 都 民有 不 动 点 。 以 上 
两 个 证 明 相 联 就 给 出 了 一 维 布 劳 成 尔 定理 的 又 一 
证 明 ， 通 过 与 定理 1,1 的 证 明 相 比较 ， 可 以 体会 
到 这 两 个 证 明 的 不 同 风味 。 


三 同调 群 与 三 维 布 劳 
威 尔 不 动 点 定理 


1， 基 本 思想 


这 一 部 分 的 主要 任务 是 证 明 三 维 布 劳 威 尔 不 
动 点 定理 , 即 闭 球 体 B' 具 有 不 动 点 性 质 ,在 第 二 部 
分 我 们 曾 说 过 ， 定 至 2。3 对 n>>3 记 是 成 立 的 ， 因 
TS 不 是 B 的 收缩 核 ， 尽 管 这 一 结论 与 %=2 一 
样 ， 直 观 上 是 相当 明显 的 ， 但 要 证 明 它 却 并 不 是 
容易 的 。 而 一 旦 有 了 此 结论 ， 我 们 就 可 以 证 明 三 
维 布 劳 威 尔 定理 成 立 。 因 而 问题 的 关键 是 万 证 明 
SHB HE 

1a) AACE BBP HEY S* 不 是 Be 的 收缩 核 
时 :我 们 利用 基本 群 作为 工具 ,3 的 基本 群 同 构 于 
Z, TB 的 基本 群 是 平凡 的 。 然 面 现在 不 能 利用 
基本 客 这 一 工具 了 ， 因 为 8’ 和 B' 的 基本 群 都 是 平 
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凡 的 ， 基 本 群 用 来 描述 二 维 的 洞 是 非常 有 效 的 ， 
因为 它 的 每 个 元 素 是 由 具有 公共 基点 的 一 族 单 参 
数 的 环 路 所 构成 ， 这 些 环 路 扫描 出 一 片面 ， 只 要 
这 片面 中 含 润 ， 基 本 和 群 就 不 是 平凡 的 。 然 而 对 三 
维 润 而 言 基本 群 就 不 大 灵验 了 ， 如 对 球面 $"”， 它 
的 每 一 条 环 路 都 可 连续 变形 为 它 的 基点 ， 基 本 群 
就 撕 绘 不 出 球面 里 面 的 一 个 三 维 空洞。 当然 接着 
就 会 想到 用 一 族 单 参数 的 闭 曲 看 来 描述 三 维 洞 ， 
这 确实 也 是 可 以 的 ,就 是 二 维 同 伦 群 的 思想 (基本 
群 是 一 维 同 伦 群 ) 。 然 而 数学 的 天 地 是 广 间 的 ， 
方法 是 多 样 的 ， 我 们 将 从 另 一 角度 一 一 同调 的 观 
点 来 考虑 ， 因 为 这 种 方法 在 某 种 意义 上 求 说 更 一 
般 更 清晰 。 

用 同调 观点 来 处 理 “S "不 是 了 的 收缩 核 ”这 
一 问题 ， 其 基本 思想 有 以 下 几 点 

1) 也 作为 一 个 闭 球体 ， 它 具有 边缘 S， 世 
就 是 说 S* 作 为 B' 的 组 成 都 分 时 它 是 B' 的 边缘 。 然 
而 单独 地 来 看 S', 它 只 是 一 个 球 而 ,一 个 空心 的 球 
面 ， 而 不 是 别 的 什么 几何 体 的 边缘 这 犹如 一 只 
出 从 是 变 化 而 来 的 暗 ， 它 的 第 一 个 目标 就 是 从 地 
球 的 内 部 息 到 地 球 的 表 而 ， 因 为 只 有 到 达 地 面 这 
只 蝉 的 生活 才 得 以 真正 开始 ， 因 此 对 它 来 说 地 球 
的 边缘 是 何等 的 重要 ， 然而 对 一 只 始终 生活 在 球 
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WERDER, CARA ED E ERRE 
ESAFE, WD AME, CFRE 
RURA AN Es AY ERER PER A HNA 
AL, SPB MOAR MAN BBL, MA 
RAM EHR, RMS CB at, SUE 
BB 的 边 绿 ,而 S' 本 身 作为 一 个 空间 同时 就 不 是 边 
缘 ， 这 一 思想 看 起 来 是 简单 的 ， 然 而 它 在 同调 观 
点 看 来 是 基本 而 重要 的 ， 为 此 请 读者 务必 认 清 。 

2) BR' 中 的 几何 图 形 是 多 种 岁 样 的 ， 其 中 最 
简单 的 当然 是 多 而 体 , 多 而 体 不 仅 结构 简单 ， 规 
则 性 强 ,而 且 对 它们 的 性 质 也 颇 为 熟悉 ,如 有 反映 
顶点 数 ,被 数 和 面 数 关系 的 殉 拉 定理 等 ,从 同 胚 的 
角度 看 ， 闭 球体 可 看 成 四 面体 ， 辣 样 球面 可 看 成 
四 而 体 的 煮 面 ， 也 可 看 成 外 个 三 角形 拼接 而 成 。 
HAMMAR TERIA, SERIA 
ULM RNR. Rob — Rey Le EB 
TALET, aeRO 
形 《 仍 称 为 多 面体 ) ， 面 用 后 者 代 兰 前 者 来 讨论 
其 几何 性 质 ， 显 然 容易 所 摸 和 处 理 。 例 如 ， 环 路 
本 来 可 以 是 任意 曲线 ， 但 在 同 伦 的 意义 下 不 仿 将 
环 路 限制 于 沿 楼 而 走 ， 这 种 沿 楼 的 环 路 就 少 得 多 
了 ， 处 理 起 来 又 简单 ， 面 且 这 种 方法 还 可 用 来 讨 
论 某 些 不 能 在 BR' 中 实现 的 拓扑 空间 的 性 质 。 
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3 ) 基本 群 考虑 前 是 所 有 环 路 的 同 伦 类 ， 也 
就 是 说 ， 在 过 论 中 涉及 到 的 主要 是 环 路 本 身 及 它 
们 的 相互 关系 ， 而 同调 考虑 的 角度 则 不 同 ， 它 是 
从 各 维 图 形 之 间 的 联系 上 来 考虑 问题 的 。 例 如 ， 
申 一 些 楼 构成 的 道路 称 为 楼 道路 (更 一 般 地 称 为 
1 维 链 ), 它 的 边缘 一 般 是 两 个 点 (点 是 0 维 的 , 比 
ERAD ， 棱 道路 的 边缘 为 0 时 就 成 了 楼 环 路 
(更 一 般 地 称 为 闭 链 》。 例 如 图 3。I 中 左边 的 三 
角形 4BC 同 胚 于 B"， 右 边 的 空心 三 角形 DPB 代 


3,1 


#S', WC1) AB+BC+CAR( 2) DE+EF + 
FDBLAR, AEH MMAR 0. RT 
两 闭 链 是 有 区 别 的 ， 闭 链 《1 ) 是 2 维 面 和 ABC 
的 边缘 ， 而 闭 链 《2 ) 就 不 是 什么 图 形 的 边缘 ， 

它 与 2 维 面 根本 就 没有 什么 关系 。 这 一 区 别 正 是 
本 节 上 中 思想 的 体现 。 这 样 处 理 问题 的 优点 在 
了 于， 不 受 维 数 的 限制 而 更 具有 一 般 性 ， 例 如 在 考 
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Rh 2 维 面 构成 的 链 对 , 则 可 讨论 它 的 边缘 (由 工 
维 棱 构 成 ) 是 什么 和 它 是 否 构成 某 个 3 维 体 的 边 
缘 ， 即 通过 它 和 比 它 低 一 维 的 链 及 比 它 高 一 维 的 
链 的 联系 来 讨论 图 形 的 2 维 结构 性 质 ， 这 种 处 理 
必然 会 更 深刻 地 揭示 图 形 的 几何 性 质 。 

4) 在 第 二 部 分 末 我 们 已 经 指出 ， 用 基本 群 
证 明 二 维 布 劳 威 尔 定理 的 明显 特征 是 代数 与 折 扑 
的 祖 互 作用 ， 将 困难 的 几何 问题 用 简单 的 代数 思 
想 加 以 解决 ,这 一 思想 在 本 章 中 将 连续 沿用 ,也 就 
是 说 我 们 要 用 代数 方法 来 精确 地 描述 上 面 所 说 的 
想法 、 为 了 充分 利用 代数 方法 ， 我 们 一 开始 将 讨 
论 范围 作 必 要 的 扩大 ， 以 让 代数 工具 有 充分 施展 
的 领域 ,例如 在 讨论 图 形 的 1 继 结 构 时 ， 将 不 限 
“ 于 由 各 条 首尾 相 接 的 楼 所 构成 的 楼 道 路 或 棱 环 
路 ， 而 是 允许 棱 道 路 可 以 间断 《当然 这 时 就 不 再 
是 原始 意义 下 的 “道路 ”) ， 每 条 楼 可 以 多 次 重 
复 ， 也 可 以 反 向 ， 这 就 是 将 每 条 棱 加 以 定向 后 ， 
再 作 它们 的 整 系数 的 线性 组 合 (一 个 线性 组 合 就 
称 为 一 个 1 维 链 》， 它 们 的 全 体 在 自然 的 加 法 下 
EHHE, ATARA, Hy 1 维 链 群 ， 同 
HUA SER, BURRIS YBR 
们 三 兴趣 的 还 是 那 种 闭 的 链 ， 因 此 就 从 代数 角度 
去 找 出 链 铬 的 一 个 重要 子 群 一 由 闭 链 构 成 的 闲 
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链 群 ， 最后， 核心 的 问题 是 要 分 清 哪 一 些 1 维 闭 
链 是 3 维 链 的 边 绿 《这 种 闭 链 的 金 体 又 构成 闭 链 
群 的 子 群 一 边缘 链 群 ) , 哪 一 些 闭 链 不 是 2 维 链 
的 边缘 ,这 丙种 闭 链 代表 了 一 维 结构 的 不 同 特性 ， 
最 后 通过 一 个 群 一 一 同调 群 来 描述 一 维 结构 ， 不 
间 维 的 结构 可 通过 相应 维 数 的 同调 群 得 以 反映 。 
5) 以 同调 群 为 工具 完成 下 述 定理 的 证 明 ; 
定理 3.1 RAS PEARED RERE. 
利用 定理 3.1 最 后 证 得 三 维 布 劳 威 尔 不 动 点 
定理 ， 即 : 
定理 5.2 RRB RAPA, ER 
是 说 ， 每 一 个 连续 映射 九 B'B 都 具有 不 动 点 。 


2. BRs 中 子 集 的 洞 与 同调 群 


第 二 部 分 已 经 提 到 一 个 断言 ，S"' 不 是 B" 的 
收缩 核 ， #>0。 为 证 明 此 结论 成 立 ， 一 维 时 使 
用 的 是 连通 性 ( 见 第 二 部 分 第 3 节 说 明 4")， 二 维 
时 使 用 的 是 基本 群 〈 因 为 S' 与 B 者 是 连通 的 ， 
故 不 能 用 连通 性 ) ， 对 三 维 而 言 ， 基 本 群 也 不 起 
作用 了 ， 因 为 5 与 B' 都 是 单 连通 的 ， 他 基本 群 都 
RATAN, ALRNORSRLA, REKTE 
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中 心 任务 。 

现在 我 们 重新 来 观察 基本 群 ， 以 期 得 到 茶 些 
启示 。 首 先 在 同 胚 的 观点 下 ， 可 将 一 些 儿 何 贸 形 
署 成 多 面体 ， 如 五 :看 成 三 角形 ，&8 :看 成 空心 也 
角形 ,8 看 成 四 面体 ,S :看 成 四 面体 的 表面 ， 环 
面 T 可 看 成 三 段 三 楼 往 相 接 所 得 体 的 表面 (图 3 - 
2 ) .多 面体 是 比较 篇 单 的 ， 它 可 分 解 成 顶点 、 
BW. SUVRHBZA, AFRRRS BME 


bs 
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点 处 环 路 的 邮 伦 类 ， 因 而 可 将 环 路 限制 于 沿 枝 记 
走 ， 称 为 楼 环 路 ， 如 对 环 面 了 考虑 顶点 om 处 的 楼 
Fh 路 ， 则 wpabyspi， DVD, Di0708Da201，Dioaa 
ve; 等 均 属 此 列 ， 其 中 楼 环 路 0b.51960:0, 转 了 一 
庙 ， 因 而 认为 它 等 价 于 一 点 ， 这 种 楼 环 路 称 为 非 
As BERR ovo F 0,002, BRR 
面 ， 故 不 等 价 于 一 点 ， 称 这 种 枝 环 路 是 本 质 的 ) 

还 认为 校 环 路 0.0.0.0, SF over, AW 
HARI, HTI vivono, 围 了 一 块 面 ， 故 
可 用 楼 v4w; 代 将 楼 道路 ?4vovs0:， 类 似 地 对 往返 重 
复 的 楼 也 认为 可 以 除去 或 添加 。 在 上 述 等 价 意 义 
下 ， 可 将 以 一 个 硕 点 5 为 基点 的 所 有 棱 环 路 分 成 
SEIS, TRB vao vw 所 属 的 等 价 类 为 
{ov ot, FEE MSHA eA A 


人 


= {vv vw vy 
{oa ow y! = {vvo} 
M LATER AE ROR I AREA MP, PARIE HY 
等 价 类 构成 TR, WHAT KBE 
的 。 
对 多 面 休 丙 言 ， 一 种 自然 的 想法 是 可 以 将 一 
条 楼 道路 表示 为 构成 它 的 各 条 楼 的 和 ， 例 如 


V VVV VY, 5V, FOV HV, + VV 
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= 2V0, + UV, HVV, 

注意 ， 采 用 这 种 写法 时 ， 记 用 的 楼 实际 上 是 定向 
楼 ， 因 而 认为 0.2;= -vw 是 合理 的 。 为 了 区 别 
起 见 ， 我 们 记 定 向 楼 为 0.9;, 记 不 定向 楼 为 V, 
U2). 

第 二 部 分 中 用 基本 群 证 明 布 劳 威 尔 定理 的 事 
实 表明 ， 恰 当地 使 用 代数 方法 可 使 复杂 的 几何 癌 
题 简单 化 。 然 而 要 使 用 代数 工具 特别 是 群 ， 必 须 
要 有 适当 的 领域 和 封闭 的 运算 。 我 们 知道 道路 的 
陛 法 是 有 条 件 的 ， 需 要 前 一 道路 的 终点 是 后 一 道 
路 的 起 点 ， 也 就 是 说 一 般 的 道路 (包括 多 面体 的 
RER) 不 能 祖 乘 ， 即 使 环 路 也 需 有 相同 基 志 才 
能 运算 ,为 此 我 们 考虑 扩大 领域 .根据 前 西 对 楼 道 
路 表示 式 的 启发， 我 们 将 楼 道路 扩展 到 可 以 是 间 
断 的 《这 时 实际 上 已 不 再 是 道路 ) ， 每 条 楼 允许 
重复 ， 允 许 反 向 ， 如 果 以 cu，cs，…， ORRE 
面体 的 所 有 定向 楼 〔 正 反 定 向 只 取 一 个 ) ， 则 扩 
展 后 的 “ 校 道路 ”就 可 表示 成 它们 的 整 系数 的 线 
性 组 合 ， 即 


à 
O= ÅT, + e thos Mac, AEZ 


fet 


PPR A 可 以 是 0 ， 这 每 一 个 线性 组 合 称 为 
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一 个 1 维 链 。 RES LR =) 1.0: 和 t= 


« 
ec, 可 自然 地 引入 加 法 


+ 
ottr= yar + BIC; 


tal 


显然 所 有 1 维 链 在 这 加 法 下 构成 一 个 群 ， 称 为 1 
HEBRE. 

我 们 的 主要 兴趣 在 楼 环 路 ， 它 是 各 楼 优 次 首 
屁 相 接 的 楼 道路 .根据 上 述 楼 道路 的 扩展 ,楼 环 路 
就 相应 地 扩展 到 可 由 若干 条 不 同 基点 的 楼 环 路 并 
在 一 起 ， 这 种 “ 校 环 路 ” 称 为 1 维 闭 链 . 怎 样 用 代 
数 形式 来 表示 闭 链 的 特征 呢 ? 闭 曲线 和 闭 曲 面 都 
是 没有 边缘 前 几何 图 形 ， 而 一 条 校 的 边缘 是 它 
的 两 个 端点 ， 如 果 用 9 表示 边缘 ， 则 根据 解析 几 
何 对 定向 线段 的 描述 ， 定 向 核 yiv: 的 边缘 可 定义 
为 

WV) = 0, - Ds 


任意 一 个 工 维 链 的 边缘 可 用 线性 扩张 定义 为 
G0=6 (Jiho) = aon 


这 样 1 维 链 " 是 闭 链 前 条 件 就 是 5c = 0. 容易 看 出 
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所 有 1 维 闭 链 在 加 法 下 也 构成 一 个 群 , 它 是 工 维 链 
FRATE, KA 1AN. 

RORHERRN SRA ZD, MABE 
了 多 面体 的 一 个 面 《2 维 的 ) ， 即 它 是 这 个 面 的 
边缘 ， 后 者 则 不 是 某 个 “的 边缘 。 这 一 区 别 正 是 
描写 多 面体 结构 的 核心 问题 ， 因 为 它 与 多 面体 本 
身 有 密切 关系 .如 在 环 面 7 中 v.50:V， 是 本 质 的 
环 路 ， 车 考虑 实心 的 环 体 , 则 它 就 是 非 本 质 的 , 固 
为 这 时 它 是 一 个 面 的 边缘 。 这 一 核心 思想 扩展 到 
LEME, MALEK MMR, Mem 
链 不 是 边缘 。 为 此 变 先 弄 清 面 的 边缘 是 什么 。 

多 面体 的 面 是 多 边 形 ， 最 简单 的 多 边 形 是 三 
角形 ,因此 可 取 三 角形 为 最 基本 的 面 , 多 边 形 可 分 
成 几 全 三 角形 , 故 看 作为 几 个 面 的 和 .现在 一 个 面 
挫 一 个 三 角形 ， 它 由 三 个 顶点 ， 如 2 VaYs, ME 
一 确定 ， 记 为 (2:，z，?t)， 它 的 定向 由 顶点 排 
烈 次 序 决定 ， 定 向 的 面 记 为 yp TURKS 
偶数 次 置换 认为 定向 不 变 ， 经 奇数 次 置换 则 变 为 
相反 定向 ) 。 定 向 面 0.522, 的 边缘 自然 地 可 定义 
为 《图 3。3) 

OCV W) = 0,0, + Wav + 0,0, | 
SLAARAN A AM H ro “s n ERE 
六 只 到 一 个 ) ， 它 们 的 整 系数 线性 组 合 * = 
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i 
Dar GitZ) 称 D5 


ARR, 2 维 链 全 

体 构成 的 群 称 为 3 

维 链 群 。2 维 链 的 
边缘 可 由 定向 基本 “! 

面 的 边缘 线性 扩张 图 3.3 
而 得 ， 即 


aal2ar )- Sawer 


现在 我 们 可 将 非 本 质 的 楼 环 路 推广 如 下 : 其 
一 个 工 维 闭 链 z 是 某 个 2 维 链 的 边缘 ， 即 存在 一 
个 2 维 链 r 使 

23=Dr 

则 称 z 是 1 维 边 毕 链 。 基 然 全 体 1 维 边缘 链 构 成 

群 , 它 是 1 维 闲 链 群 的 子 群 , 称 为 1 维 边缘 链 群 。 
在 作 基 本 群 时 我 们 特别 关心 环 路 的 等 价 类 
( 同 伦 类 〉 ， 目 的 在 于 将 本 质 上 相同 的 环 路 ， 即 
闻 伦 的 处 路 归于 一 类 ， 类 似 地 也 可 对 闲 链 进行 分 
类 。 在 基本 群 中 ， 若 一 环 路 是 一 片面 的 边缘 ， 周 
它 同 伦 二 一 点 ， 它 与 点 环 路 腐 于 同一 类 ， 于 是 自 
然 会 联想 到 将 所 有 的 1 维 边缘 链 分 在 一 类 (1 维 零 
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链 属 村 此 类 〉， 将 它们 看 作 彼此 等 价 的 ， 共 次 我 
们 观察 图 3.2 中 环 面 了 的 一 个 2 维 链 +, 它 由 下 面 
一 段 棱柱 的 三 个 出 而 组 成 ， 图 3.4 是 将 这 一 段 沿 
Rey WIT a REA, + = 01992 + 
VV, VVW + VV V+ VOY, +V VV, 通过 计 


vy ve 


图 3,4 


算 可 知 它 的 边缘 为 9r=Z 一 Z， 其 中 z svv + 
VV, + VD 2 = VD + VV, + 0,02, 显然 它们 都 是 
闭 链 ,两 者 之 差 是 上 的 边缘 ,然而 边缘 链 是 属于 零 
类 的 ， 因 而 可 认为 包 ，2: 是 属于 同一 等 价 类 的 、 
就 是 说 ， 若 两 个 闭 链 包 与 2 之 差 色 ~ 2, 是 一 边 
Rie, MHS, take, 同调 于 z， 
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记 为 名 一 2， 显 然 这 是 个 等 价 关系 ， 因 而 1 维 闭 
链 群 被 这 等 价 关系 分 成 一 些 等 价 类 ， 称 为 同调 
X, ARRARRAY, 它们 在 自然 的 加 法 下 
构成 一 个 群 ， 称 为 1 维 同调 群 。 实 际 上 上 述 所 说 
在 代数 上 是 很 简单 的 ， 既 然 将 边缘 链 群 作为 一 
类 ， 那 未 同调 群 就 是 闭 链 群 对 边缘 链 群 的 窗 群 。 

显然 工 维 同 调 群 也 可 用 来 刻画 二 维 的 润 ， 它 
与 基本 群 的 差别 在 于 ， 同 调 群 是 交换 群 ， 而 基本 
群 一 般 不 是 交换 群 ， 1 维 同 调 群 是 从 1 维 链 与 
0 维和 2 维 链 的 联系 上 来 考虑 的 ， 而 基本 群 主要 
ARFI 维 环 路 本 身 考虑 问题 。 它们 之 间 的 联系 
是 ， 基 本 群 的 交换 化 就 是 1 维 同 调 群 。 

上 面 所 述 的 1 维 同调 群 的 思想 很 容易 通过 相 
局 的 步骤 推广 到 二 维 的 情形 ， 从 而 构 作出 刻 面 三 
维 润 的 2 维 同 调 群 ， 需 要 补充 的 只 有 一 点 ， 三 维 
基本 几何 体 和 它 的 定向 、 边 绿 的 定义 。 

最 简单 的 三 维 几何 体 是 由 四 个 顶点 决定 的 四 
面体 ， 由 它 担任 多 面体 中 的 三 维基 本 几何 体 是 最 ' 
称职 的 ， 类 似 于 二 维 的 情形 ， 它 的 定向 可 由 顶点 
HAAR, Whe, Vo Vs v, 确定 的 四 
HKG, Vas Vss WOM— NEED V M 
AKFRRKEREEHTE, PAM AR 
定岗 。 它 的 边缘 是 四 个 定 南 面 的 和 ， 要 求 从 四 而 
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体内 看 时 ， 这 四 个 面 的 v 
THEHR, MAE 
A EE AS BAB Fe wes EF 
的 ， 为 此 上 
WVV) = 


Be va 
VWV VVV: ~ 


VVW, ~ YD) 3 
至 寺 一 般 3 维 链 的 边缘 图 3.5 
只 需 将 此 边缘 作 线性 扩张 即 可 。 


现在 我 们 引入 一 些 术语 和 符号 使 同调 群 的 叙 
述 规 范 化 。 

在 屯 中 ， 一 个 点 称 为 0 维 单 形 ， 两 个 点 决定 
的 闵 线段 称 为 T 维 单 形 ， 不 共 线 的 三 点 决定 的 三 
角形 称 为 2 维 单 形 ， 不 共 面 的 四 点 决定 的 四 面体 
称 为 3 维 单 形 。 对 3 维 单 形 ， 任 取 三 个 顶点 可 构 
成 一 个 2 维 单 形 ， 任 取 两 个 顶点 可 构成 1 维 单 
形 ， 每 个 项 点 都 是 0 维 单 形 ， 这 些 都 称 为 3 维 单 
VG, 1 维 面 也 称 楼 ，0 维 面 就 是 顶点 。 对 2 
维和 1 维 单 形 可 类 似 地 定义 它们 的 面 。 

车 尼 中 的 两 个 单 形 〈 维 数 不 一 定 取 相同 ) 或 
者 不 相交 ， 或 者 相交 十 一 个 公共 面 ， 则 称 这 两 个 
单 形 是 很 好 相处 的 〈 如 图 3.7， 其 中 相同 字 y E 
示 同 一 单 形 的 顶点 ) 。 容 易 看 出 ， 每 个 单 形 的 任 


Vo 


e 


2 维 单 形 3 维 单 形 
图 3.6 


意 二 个 面 ( 单 形 ) 总 是 很 好 相处 的 。 

EKER PARETARA, MRKI 
Ratt 

VARTA sé K, sha GARE. 

2 五 的 任意 两 个 单 形 都 是 很 好 相处 的 。 
则 称 下 是 一 个 单纯 复 形 ， 简 称 复 形 。 玉 中 所 有 单 
形 的 最 高 维 数 称 为 复 形 玉 的 维 数 。 著 复 形 工 = 复 
WK, WLEKWF AB. 

BEBE, CHKA TK IER LR P A 
一 个 子 集 ， 记 为 区 | ， 称 作 复 形状 相应 的 多 面 体 
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a, o= be a 
Än 
' a 
Z | o a 
L E a a be 
wom uez be “ 
1 好 机 处 
ao= 0 bo 
ar 
ay 
b 
a b: a 
C2 ) 非 很 好 相处 
图 3。7 


《注意 ;五 的 元 素 是 单 形 ， 而 |K| 的 元 素 是 点 ) 。 

严格 说 来 ， 前 面 说 的 同 泣 群 实际 上 应 是 指 揽 
KM MWR. WRG K 的 9 维 链 群 记 为 Cs 
EK), GEMRHILAZ (KK), g 维 边缘 链 群 记 为 
Ba(E)，9 维 同调 群 记 为 He(K) ,这 样 

Ha(K) = Z,(K)/BYK), 

为 什么 前 面 常 说 多 面体 的 同调 群 呢 ? 这 一 点 在 下 
节 说 明 。 
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5. 例 和 说 明 


通过 以 下 几 个 例子 可 以 看 出 怎样 用 直接 的 方 
法 计算 同调 群 ， 这 些 例 子 算得 的 同调 群 将 在 布 劳 
威 尔 定 建 的 证 明 中 用 到 。 

例 1 若 复 形 五 的 多 面体 是 道路 连通 的 ， 则 
HK) =Z. 

证 明 Bo, wEKEHERMA OR, 必 
定 在 在 1 EM vv, 0,0, VW, AAO, + 
VV t + UW) = wv, ho~w, MERC 0 
维 单 形 同 调 。 向 时 不 难看 出 ， 单 个 顶点 的 非 堆 整 
SUPT RAE 1 维 链 的 边缘 ， 因 而 HOSSZ, 

今后 我 们 讨论 的 一 般 都 是 此 类 复 形 。 

例 2 复 形 KK 由 3 EM VVV, 及 其 所 有 
的 而 构成 ， 求 KK 的 各 维 间 调 群 。 

首先 ，|K| 是 道路 连通 的 ， 由 例 1 知 H,CK》 
=Z., Hk, KA—+ 3 ae, HERR 
A, WAZ, = 0, AWH, CK) = 0, 

KA CPLR, #1 HR 

Z= aVV, +bU,V,+ CVV, + AV, V, + U,V, + 


for, 


是 闭 链 , 出 8z = 0, 将 上 
式 右边 求 边缘 并 等 于 
0 ， 则 得 系数 满足 方程 l 


atbic=0 t 


a-drf a) F | v3 
r 

lo-esd=0 A 

ccm fre=d P3.8 


这 由 个 方程 中 第 一 个 是 不 独立 的 ， 将 G=d -六 
b=e-d，c= 了 -e 代 入 z 的 表示 式 ， 整 理 后 得 

22 d(W,U, + 0,0, + Vv) HEUD t Vs + 

VV) +f WV, + vv, + Vv) 

部 到 的 每 个 1 RAE 2 总 取 上 述 形 式 ， 然 而 它 却 
二 边缘 链 ， 因 为 右边 每 个 括号 内 都 是 边缘 链 ， 这 
Ba, KA 1 RR, BORE 
调 类 只 有 一 个 零 类 ， 故 H,(K) ~ 0. 

共有 4 个 2 维 单 形 ， 若 2 维 链 

Z= AV0, + bU,U,0, + CV,0,0, + dD VV, 
FLA, ALOR Oz = 0 可 得 系数 
方程 a+b=0, a-c=0, a+d=0,c+d=0,b- 
9= 0，c+BD= 0 局 三 个 方程 是 不 独立 的 ， 将 前 三 
个 方程 的 结果 4@= ~b= c= -~ 台 代入 z 的 表示 式 ， 
得 到 
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Z= QV ,UU, ~ UV, + V,V,V, — VV,V,) 

它 也 是 边缘 链 (因为 右边 插 号 内 是 3 维 单 形 
VU VU RTE) ， 因 而 H,(K) = 0。 

小 结 : IK) =Z,H,CS) =H,(K) = HK) 
-0。 

BS Li 3 BREVO VONE? 维 、 
1 维和 0 RET DTM Ie. OR LAVA 

PAL 是 2 维 复 形 ， 与 例 2 完全 一 样 可 求 得 
HL) = ZMH L) = 0. 对 3 维 同 调 箭 ， 与 例 2 一 
样 可 知 它 的 任 一 2 维 闭 链 均 取 形 式 

Z= AV VV, ~ VVV + DVV, — VVV) 
因此 ZaCD) 兰 Z， 由 于 工 没有 3 维 单 形 ， 故 不 存在 
2 维 边缘 链 〈 上 式 右边 括号 内 形式 上 象 边 缘 链 ， 
因为 没有 3 维 单 形 ， 所 以 它 不 是 边缘 链 ， 只 是 一 
个 2 维 闭 链 ) ， 即 了 BCL) = 0, 这 样 H,(D) &Z,(L) 
Z, 

现在 我 们 给 出 一 个 定义 ， 设 六 是 拓扑 空间 ， 
PE UGK MAB: |K| >X, 称 义 是 可 单纯 前 
分 的 ，(K， DRAM PROMS, 

RES, MRE B， 环 而 了 等 都 是 可 单纯 前 
分 的 ， 但 并 不 是 每 个 空间 都 能 前 分 的 ， 即 便 是 
PARRA BARDEN, MIT RHO, 
D 就 不 能 单纯 齐 分 ， 因 为 《0，1) BBR 中 的 


R 


a9 


ME, THR? PAO RIEK HS mK IK] 总 是 有 界 闭 
集 ， 故 不 能 与 (0，1) AE, REREN 
由 是 可 单纯 训 分 的 这 类 特殊 空间 。 

最 后 作用 点 说 明 : 

1 除 独 点 空间 外 ,可 谢 分 空间 的 单纯 训 分 不 
是 唯一 的 。 例 如 球面 可 用 内 接 于 它 的 四 面体 的 表 
而 取 为 工 〈 严 格 地 说 是 例 3 PRED ， 取 ?为 
和 估 疝 投影 可 得 单纯 剂 分 (，jP， 也 可 取 内 接 正方 
体 的 表面 ， 并 将 每 个 正方 形 划分 成 两 个 三 角形 ， 
认得 复 形 记 为 K，h 同 样 取 径 向 投影 可 得 球面 
OA ROALD CK, h). 

2” RND ER AB OR SD AS EE 0 
议会 产生 这 样 一 个 何 题 CK, DML, p 是 
Xi psy Gams KI SX, IL =X, 
从 页 IKI = [L|) KALMAR AB oA 
RB ADE Fe BA aes 

RE BM KMLI A IKI = |L, WK AL 
的 各 维 同调 群 分 别 癌 构 。 

PURER, HK, MEXER, 
我 们 就 可 将 的 同调 群 说 成 是 X 的 同调 群 ， 记 为 
da(X)， 它 与 单纯 前 分 的 取 法 无 关 ， 例 3 和 例 3 
的 结果 可 写 成 HB) SZ, HB) = H,(B’) = 
H,(B) = 0 H,(S) 2, HS’) =0, HS) = 
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Z. 因此 人 们 常 将 可 刊 分 空间 说 成 是 多 而 体 区 
多 面体 的 同调 群 可 通过 适当 的 单纯 剖 分 实际 计 
算 。 
3 ”我 们 对 边缘 的 性 质 再 说 几 甸 话 。 为 了 完 

备 起 见 ， 对 0 维 单 形 的 边缘 定义 为 0 。 通 过 简单 
的 直接 计算 ,可 知 对 每 个 单 形 s 都 有 98 = eS) = 
0, 由 于 边缘 9 是 线性 的 ， 因 而 对 每 个 9 维 链 a 都 和 

Fo=0(00) =0 
对 每 个 9 维 链 9，60 是 9 -1 维 链 ，5 又 是 线性 的 ， 
因而 

CAKE) >Cy_(K) 
是 链 群 间 的 同 态 ， 称 为 边缘 同 态 。 


4。 三 维 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 证 明 


ERAS LP OBB, TENS Rm 
尔 定型 8 , 2 的 关键 是 证 明定 理 3,1。 现在 我 
们 已 对 每 个 多 面体 建立 了 一 组 同调 铬 ， 它 可 用 来 
反映 多 面体 各 维 洞 的 特征 ， 要 证 明 定理 3 .1， 
如 同 第 二 部 分 第 3 节 中 利用 基本 群 证 明 二 维 布 劳 
域 尔 定理 一 样 ， 还 需要 一 座 桥 梁 ， 即 从 映射 下 
区 | > | 了 能 诱导 出 则 调 群 之 间 的 同 态 fxa: Hs(K) 


ELI 


HL). RAR ERRA, Eae ET 
前 定理 3 . 3 。 然 而 此 桥 的 构 作 并 不 象 基本 群 中 
EANA, MAERT, WERTE S 
过 程 的 概要 放 在 本 芝 稍 后 一 点 叙述 ， 供 有 兴趣 的 
读者 阅读 

定理 3.3 LK ZANE we f? 区 | 一 
I 可 诱导 出 它们 的 同调 群 之 间 的 一 列 同 态 fe: 
HKH, L), EAA TIMED: 

1° 设 9: L > M 也 是 连续 映射 ， 则 复合 映 
射 的 诱导 同 态 是 诱导 同 态 的 复合 ， 邵 

(9°) «2 = Gao? faa Hy (K) +H, (M) 

2A. MESA, 

3°93 Fxg: 区 | ~ IL], WW fer= Seas CRE 
说 ， 同 伦 的 映射 诱导 出 相同 的 同 态 . 
定理 3 .1 的 证 明 BIE OR BW AR we BY 
NBS, 42 9>P RW SB, H 
St B+ ,s? 
可 得 到 同调 群 之 各 相应 的 诱导 映射 《现在 我 们 只 
需 用 2 RRD ， 

FCS) 3H, BAHS), 
因为 是 内 含 映 射 ，7 是 保 核 收缩 映射 ， 因 此 对 每 
个 XE Sj roi) =x, Ml roi ES? FE UH, 
根据 定理 3.22, ei, 应 是 恒 同 同 构 ， 于 
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ty, 必须 是 到 上 的 同 态 ， 然 而 HB) =0, H, 
OSZ 这 与 fs 是 到 上 的 同 态 是 矛盾 的 ， 从 而 


ART, BIS 不 可 能 是 了 的 收缩 核 。 


定理 3 ,2 的 证 明 倘若 B: 不 具有 不 动 点 性 
质 ， 那 么 就 存在 连续 映射 人 ;BB'， 它 不 具有 不 


BR. 
射线 ， 


对 每 一 XC B', 以 (XY) 为 起 点 ， 作 通过 * 的 
这 射线 与 了 的 边界 球面 8 必 交 于 一 点 ， 记 


We MERAB S, xox, MRS? 上 的 
点 每 点 不 动 ， 且 由 f 的 连续 性 可 得 9 是 连续 的 ， 这 


样 映射 


理 3. 


19 就 是 B 到 8S” 的 一 个 保 核 收缩 映射 ， 与 定 
1 蔬 盾 ， 因 此 定理 成 立 。 
这 样 就 完成 了 三 维 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 证 


明 。 现 在 我 们 可 将 这 一 证 明 与 第 二 部 分 第 3 节 中 


Xy 
看 到 ， 


布 劳 威 尔 定理 的 证 明 作 一 比较 。 首 先 我 们 
三 维 情形 下 定理 3.1 和 3.2 的 证 表 与 二 维 情 


形 下 定理 2 . 3 和 2 .1 的 证 明 儿 乎 是 相同 的 ， 它 
们 都 和 芷 利用 代数 工具 和 代数 方法 ， 将 困难 的 儿 何 


问题 
解决 。 


成 代数 问题 ， 然 后 用 简单 的 代数 思想 加 以 


其 次 ， 二 维 时 使 用 的 基本 群 与 三 维 中 引入 


的 同调 群 在 构 作 上 也 有 类 似 的 思想 ， 它 们 都 着重 
FV ATR — 环 路 和 闭 链 ， 核 心 的 问题 是 对 


它们 过 
分 类 ) 


行 分 象 《 一 个 按 同 伦 分 类 ， 一 个 按 同调 
， 同 伦 于 一 点 的 环 路 与 边缘 链 扮 演 了 类 似 
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的 第 色 。 同 伦 论 和 同调 论 是 代数 拓扑 由 的 两 个 重 
SARRI RETURA, wE HARR 
数 工 具 使 用 得 更 为 充分 ， 它 从 各 维 结构 的 联系 上 
对 拓扑 空间 刻画 得 更 为 细致 ， 因 而 它 在 现代 数学 
中 作用 更 为 重要 。 

坝 在 我 们 再 加 到 前 面 ， 看 看 定理 3 .3 这 一 

著 玫 和 工 是 两 个 复 形 ,要 建立 它们 同 维 同 调 群 
ACO MHL) ZAM TEA, KRETE 
CUON Ca(GD) 之 间 的 同 态 ， 它 满足 条 件 ， 将 闭 
链 喘 到 闭 链 ， 边 缘 链 映 到 边缘 链 ， 这 种 链 群 间 的 
映射 通常 叫 作 链 映射 ， 链 映射 可 以 通过 自然 的 方 
法 得 到 同调 群 之 间 的 同 态 。 然 而 并 不 是 多 面体 之 
洒 的 一 般 的 连续 映射 1; |K| -> L 都 能 直接 导出 
KRH, ATER NEREAREN, 
然后 再 利用 这 种 映射 去 “aw 了 《这 是 数 学 中 
的 常用 方法 ) 。 

对 这 种 特殊 映射 pi | 区 | 一 (Ll, RITTER 
了 当地 要 求 它 把 区 的 每 个 单 形 线性 地 喘 满 的 蘑 
个 单 形 〈 维 数 允 许 降 怀 ) ， 这 种 映射 称 为 单纯 映 
壬 。 这 就 是 说 ， 单 纯 映 射 ot |K| -> |L| 是 满足 下 
列 条 件 的 映射 ，1 ”车 s 是 区 的 单 形 ， 刚 pCs) 是 
的 单 形 ，2 ” 设 s 的 顶点 是 0,，2,，…、vs， 车 将 
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XEs 用 顶点 线性 地 表示 为 X= Av, AV + 
AVi MPE) = Ae Dy) + APW, + + APO 
GEL, p@) 2 @(s) 的 顶点 。 于 是 一 个 音 
纯 映 射 g 被 它 在 区 的 所 有 顶点 上 的 值 所 完全 确定 。 
单纯 映射 mp 可 导出 链 群 间 的 映射 ps 它 在 久 的 定时 
BOYD, EAE 
PV PV YJ pU), 
pwwo] PODERA 
‘0, FEIN} POD = py Rt 
然后 线性 扩张 为 pa: CE) CL). Wp 是 一 
列 同 态 ， 且 是 链 映 射 ， 因而 能 得 到 局 调 属 之 问 的 
映射 pwo:Ho(K) 一 >H,(L)。 
由 于 我 们 现在 是 以 单 形 作 单位 来 考虑 问题 ， 

因此 可 这 样 来 描写 “ 逼近 ” ,一 个 连续 映射 于 :| 区 | -> 
四 很 “接近 ”于 单纯 映射 p: 区 | -> JL 是 指 ， 
HEALE |K| ，f(X) 与 p(X) 总 在 工 的 同一 单 形 
内 ， 说 得 更 确切 一 点 是 ， 设 f: IK| > |L| 是 连续 
BUR, of KK] -> L 是 单纯 映射 ， 车 对 任 一 XE 
区 | ， 当 f(x) ES Cs 的 内 部 ) , SEL 时 ， 必 有 
9(X)Es， 则 称 p 是 f 的 单纯 台 近 。 容 易 利用 直线 
SCTE. Ho f 的 单纯 遂 近 ， 则 gp 之 f。 


例 1 设 在 R 中 qu -0,a,=2, asr, HK 
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= {Gey Qs Gr Coy @), (030) ER AD, = 


, 0, b= (2,0), b= Cr, 0b =( 


EA 
e 2? 
3), MIBL= {bus bis bas bis Oar BD, Oy 
Dd, is b), y 039, Crs 0595 (Ors 15035 
(Oxy ba bD} 映射 了 1K| > ILL GO = (x， 
Sing) ih, Spi K LH: pad =b,y i= 
0,1，2， 然 后 线性 扩张 到 IK], Me RAS HA AE 
近 。 验 证 《〈 见 图 3 .9) : Lan Gn f@= 
P(X) 均 是 顶点 (0 维 单 形 ) =a, FOE O, 


by, p) =b,€ Cb,, b); 0<x< 子 ， faye 
Cy By BI COE Dy Dy b) EU <a, 
[OE (bb B)', PREC, Day bi). AE 


f(x)=(x ,sinx) 
= 


as a a 


bs 


bo bi b: 
图 3,9 
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CRIM RABE, ASO) =b, oad = 
by, lad =b, 再 作 线 性 扩张 ， 则 也 是 f 的 单纯 
RE, 因而 若 存在 单纯 逼近 ， 未 必 是 唯一 的 。 

然而 并 不 是 每 个 连续 映射 都 具有 单纯 到 

例 2 在 R 中 设 4,=0，a,=1，0;=2, PBK 
= {Guy Gy (Gy, ADY EIEL = (a, 4,205, (Ga, 
a), (yy 3)}， 有 映射 fi |K| -> IL 由 f(x) =e 
ih, WPA, AAT.) = a, 和 f(a,) 
= 均 是 的 顶点 ， 但 不 是 同一 单 形 的 项 点， 因 
而 不 可 能 存在 单纯 逼近 将 下 的 单 形 (G,，a:) 映 到 
工 的 一 个 单 形 。 


图 3.19 

从 例 2 中 可 以 看 出 ，f 不 存在 单纯 逼近 的 原 
ARKM A (a, a) “AK? T. HERIR 
KARR KA “MR” “分 细 ?” 的 方法 
BS, AAMT RAM MIE, HK 
单 形 的 重心 增加 为 顶点 ， 并 将 一 个 单 形 的 重心 与 
它 所 有 面 的 重心 《包括 原来 的 项 点， 因为 它 是 
0 维 单 形 本 身 的 重心 ) 相 联 ， 这 样 就 将 “分 
细 ” 了 ， “分 细 ” 后 记得 新 的 复 形 称 为 K 的 重心 
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重 分 ， 记 为 K'， 如 将 KK! 再 重心 重 分 所 得 复 形 称 
为 KK 的 2 次 重心 重 分 , 记 为 扩 :， 余 此 类 扒 得 的 
mE RK, BRT 1 维和 2 维 单 形 
的 1 次 和 2 次 重心 重 分 ， 3 维 单 形 的 重心 重 分 可 


1 eae ee cy 2 次 重 分 
/A + 
| 
\ | 
zay 1 砍 更 分 
3.11 


AVM BA, mM A, KANE 8 ATLL 
证 明 : 给 出 多 面体 之 间 的 连续 映射 #: K] > IL] , 
则 存 在 一 个 相当 大 的 正 整数 mw， 使 f: LC] -> I 
有 单纯 有 逼近 9: K" IE), 

对 于 天 的 重心 重 分 到:， 容易 建立 一 个 重 分 链 
Bagi KCK), 车 s 是 有 的 一 个 9 维 定 
疝 单 形 ，* 是 它 的 重心 ， 它 与 重 分 后 的 s 的 边缘 上 
AFA a 1 维 定向 单 形 可 构成 一 个 9 维 定向 单 形 ， A 
za(5) 是 这 些 9 EMA, Bi oy, CK vik 
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它 的 重心 ， 则 X0600 = 60+ VV Hvikvoy 
CKWMBD, th, Uy UTNE, VV VY, 
的 重心 ， 风 % OUV) = VVU, + VU, + VV U, + 
DUV, + VVU, + UU, W COPA 3.12) 。 可 证 重 分 
链 喘 射 Yq 确 实 是 链 映 射 .重复 这 样 做 可 得 到 六 "的 
长 " 重 分 链 喘 射 。 


P e 


图 3,12 
最 后 ， 给 出 多 面体 的 连续 映射 六 Ki -> |L| ， 
对 是 够 大 的 ;有 单纯 退 近 g ; |K"| -> |L, EHF 
出 链 上 映射 wo, 再 加 重 分 链 喘 射 xas 吧 有 
CK) TSCAK") -CI 
它 又 诱导 出 同调 群 之 间 的 局 态 ， 

HK) “GK SSH 
Wiwa = pwes 和 ro， 称 fos 是 晶 映 射 所 诱导 的 同调 
HERAA, WR oem ABA y 的 
BARK, WHEW RES. SPRZE. 
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， ”对 定理 3'3 的 详细 论述 可 见 [183 第 三 章 。 


5。 JURE 


这 一 节 对 本 部 分 前 几 节 所 涉及 的 内 容 作 儿 点 
HE. 

1) 一 些 常见 空间 圆 S、 闭 疯 盘 B、 球 面 S 
ARAB, ETARE FEP 的 同调 群 如 下 
Ho | z 


PZ RRBs 2 的 整数 群 。 

射影 平面 已 又 称 2 维 射影 空间 ， 它 可 由 下 面 
三 种 等 答 的 方法 得 到 ，1° 取 球面 $$， 将 它 的 每 对 
对 径 点 看 成 一 个 类 ， 这 些 类 的 全 体 构成 的 空间 就 
是 P。 这 种 作法 通常 称 为 “将 5: 的 每 对 对 径 点 将 
合 起 来 ”;，2° 取 闭 回 盘 B'， 将 其 边界 圆 S' 的 每 对 
对 径 克 看 成 一 个 类 ，B' 内 部 的 点 每 点 为 一 个 类 ， 
这 样 构成 的 空间 也 是 P4 3° 将 RE! 一 {0} 中 过 原点 
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的 一 条 直线 上 的 点 看 成 一 个 等 价 类 ， 所 有 这 些 等 
价 类 记 成 的 空间 也 是 P。 

2) n 维 同 调 群 和 它 的 结构 节 2 中 将 1 维 
ENRERE E 2 维 同调 群 的 方法 显然 可 平行 地 运 
用 于 推广 到 ? 维 同 调 群 ， 所 缺 的 只 是 ?2 维 章 形 及 
SUE, WREX Bop 如 + 工 个 不 在 同一 超 
平面 内 的 点 决定 的 多 画 体 称 为 维 单 形 ， 它 的 定 
向 用 顶点 的 次 序 来 决定 ,n 维 定向 单 形 0.0,…vs 的 

ODD = hc = TY Vy Dy Vin Un 


下 面 的 定理 表示 一 般 复 形 的 同调 群 的 结 神 。 
定理 7 维 复 形 的 g 维 同调 群 可 唯一 地 分 解 
为 
H,(K) = ZO OZ@Zy', OZ 4, DOZ 
Bat 
HP AS, Zi, 表示 模 为 84 WAR, E 
Mrg> Ont, 0; BEBO, i 
Ay 称 为 K 的 9 EA, ERLE 
反映 了 | 五 | 中 由 9 Bees ay OR? ae 
数 。 
3) 欧 拉 示 性 数 及 其 与 佩带 数 的 关系 ” 设 K 
是 m 维 复 形 , 它 的 9 维 单 形 的 个 数 为 cs; 刁 的 欧 按 示 
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TER, WACK) EA 


De RAE AY KERER DAE BF R 


ah 


2K) ÈO D'A: 


4) n 维 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 “下面 的 mn 维 
布 劳 威 尔 定理 成 立 。 

定理 维 闭 球 B" 具 有 不 动 点 性 质 . 

它 的 证 明 与 本 章 对 3 维 的 证 明 完 全 类 似 ， 首 
先 求 得 B* 和 S”…! 的 同调 群 分 别 是 

HB) eZ, HB =0, g>0; 

HAS") =Z, H,..S™)=Z, 

HS") =0, qz0, n~1, 
RASA RME, ENS 不 是 B" 的 收 
缩 核 ”。 最 后 证 得 也 具有 不 动 点 性 质 。 

布 劳 威 尔 定理 路 本 章 介绍 的 用 代数 独 扑 方法 
的 证 明 以 外 ， 也 可 用 映射 度 的 方法 加 以 证 明 ( 见 
第 六 部 分 定理 D ， 甚 至 还 能 通过 行列 式 和 微 
积分 这 些 古 典 方 法 证 得 〈 见 [1638V.10) 。 

5) 布 劳 威 尔 定理 的 等 价 形式 ”首先 引入 一 
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个 概念 ， 车 拓扑 室 间 六 到 自身 的 恒 等 映 射 设 辕 伦 
于 X 的 一 个 常 值 肌 射 9 ( 即 VX EX,9(X) = ovE 
X) , 则 称 及 是 可 缩 (成 关中 的 一 点 Xx,) 的 。 可 缩 
的 空间 一 定 是 单 连通 的 ， 但 单 连通 的 空间 未 必 一 
定 是 可 缩 的 。 

下 面 的 定理 给 出 了 布 劳 威 尔 定理 的 等 价 形 
式 ， 它 的 证 明 可 见 C142 第 四 亮 。 

定理 “下列 结论 等 价 ， 

1° SORE TAY, WE Rid St 
3 不 同 伦 于 常 值 映射 。 

2° (Boh] 定 理 ) 任 一 连续 映射 1:B" 一 >R" 必 
有 下 列 两 个 性 质 之 一 

G) 了 有 一 不 动 点 ， 

(证) 存在 一 点 X%ES"', 使 得 对 某 一 1€ CO, 1) 
有 X= Af(X)。 

3" 每 一 连续 映射 J;B”- 一 >B"” 至 少 有 一 个 不 
动 点 。 

4 不 存在 保 核 收 编 7: BPS 

6) R" 中 其 他 具有 不 动 点 性 质 的 子 集 在 第 
二 部 分 中 我 们 引入 了 收缩 核 ， 它 有 一 个 很 好 的 性 
Wie 

定理 若 中 具有 不 动 点 性 质 ，Y 是 XX 的 收缩 
B, WY UR KARR, 


- 
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证 明 设 r:XX->Y 是 保 核 收缩 映射 ，f 是 了 到 
HARE ERRA, M fer 是 X 到 自身 的 一 个 
ZAR, AMAA Rw, Bf (rdw) =w, 
显然 GEY, 由 并 是 入 的 收缩 核 可 知 r(W) =w, 从 
而 f(tw) = 也， 岂 是 f 的 不 动 点 。 

在 第 二 部 分 第 3 节 例 1 中 曾 说 明 长 有 一 条 一 
维 腿 的 圆 盘 是 大 圆 盘 的 收缩 核 ， 而 大 圆 盘 具有 不 
动 点 性 质 ， 因 而 它 也 具有 不 动 点 性 质 ， 同 样 可 证 
长 有 若干 条 一 维 腿 的 圆 盘 也 是 大 加 盘 的 收缩 核 ， 
故 也 具有 不 动 点 性 质 。 一 般 说 来 ， 证 明 某 个 子 集 
六 是 一 个 很 大 的 闭 球 B"(k) RUM, EEX 
其 有 不 动 点 性 质 的 一 个 办 法 。 

布 劳 威 尔 从 B" 是 R" 中 的 有 界 闭 的 凸 子 集 这 
一 角度 出 发 ， 首 先 证 明了 下 述 定理 ， 

定理 ”已 中 每 个 有 界 闭 的 西子 集 具 有 不 动 点 
ER, 

证 明 要 点 首先 证 明 久 是 RB" 中 任 一 比 其 较 大 
的 子 集 了 的 收缩 核 ， 为 此 这 样 作 保 核 收缩 映射 r: 
了 ->X, 对 任 一 9EY， 由 于 和 是 有 界 闭 的 凸 子 集 。 
故 可 找到 一 点 X*E 义 ,使 + 到 gy 的 距离 最 小 ， 取 此 
Ary. 

RAAXN ARE, WREAKED, 使 
以 k 为 半径 的 闭 球 B"(k) OX, Bk) 只 有 不 动 点 
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HEN, AGB (ky IRR, BOAR IAE 
质 . 

球体 B" 是 有 界 闭 的 ， 而 且 是 可 缩 的 ， 这 只 需 
利用 直线 同 伦 就 能 征明。 人们 当然 就 会 考官 忆 中 
的 有 界 闭 的 可 缩 子 集 是 否 具有 不 动 点 性 质 ，1953 
年 Kinoshita 举 出 了 一 个 反例 ( 见 [C173 >» A 
而 作出 了 否定 的 结论 ， 然 而 车 再 加 上 一 个 “局 部 
可 缩 ” 的 条 件 ， 则 得 到 肖 定 的 结论 ， 妈 有 

定理 若 X 是 BR" 中 的 有 界 闭 的 、 可 缩 且 局 部 
可 缩 的 子 集 ， 则 及 具有 不 动 点 性 质 。 

所 谓 局 部 可 缩 是 指 ， 车 对 也 的 每 一 点 X* 和 的 
每 一 个 邻 域 口 ,都 存在 x 的 邻 域 VCU, 使 V 是 可 缩 
的 , 则 称 X 是 局 部 可 缩 的 .注意 ， 可 缩 与 局 部 可 缩 
这 两 概念 是 互 不 包含 的 ， 如 有 是 局 部 可 缩 的 ， 但 
不 是 可 缩 的 ， 图 3.13 记 示 的 无 限 现 的 “ 逢 式 空 
间 ” 是 可 缩 的 (每 根 齿 缩 到 底线 C013, RRF 
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缩 成 一 点 ) ， 但 不 是 局 部 可 缩 的 ， 因 为 若 在 灿 
ERACO, F), CERAR AZET A BR, 


图 3.14 


108 


HERA, WARN “BASE? 
具有 不 动 点 性 质 ， 还 有 如 图 3.14 所 示 ， 天 是 由 一 
个 水 平 闭 辐 盘 ， 一 个 以 此 回 笑 的 边界 为 基准 的 单 
位 高 圆柱 面 以 及 有 限 个 落 到 回 盘 的 单位 高 的 同心 
欧 柱 面 所 构成 ， 则 及 是 有 界 闭 的 ， 且 可 缩 和 局 部 
可 缩 的 ， 因 而 具有 不 动 点 性 质 。 

然而 这 一 定理 只 是 充分 的 ， 而 不 是 必要 的 ， 
甚至 其 中 三 个 条 件 “ 有 界 团 ”、“ 可 缩 ” 和 “局 
部 可 缩 ” 中 每 一 个 都 本 古 必 要 的 。 刚才 说 过 图 
3.13 所 示 子 集 不 是 局 部 可 缩 的 ， 图 3.15 所 示 子 集 
不 是 有 和 界 的 ， 图 3.16 遍 示 子 集 不 是 可 缩 的， 但 是 
可 以 证 明 这 三 个 子 集 都 具有 不 动 点 性 质 CCID 
第 3 章 ) 。 


@ 


四 一 般 空间 上 的 


不 动 点 定理 
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前 面 几 部 分 ， 我 们 都 限制 在 欧 氏 空间 的 单位 
球 上 考察 连续 自 映 射 的 不 动 点 定理 ,先是 一 维 ,后 
是 二 维 ， 最 后 是 三 维 情形 ， 其 方法 可 推广 至 任何 
n 维 的 欧 氏 空间 尽 。 这 一 章 ， 我 们 将 考察 一 般 的 
容 间 《距离 空 但, 希 尔 伯 特 空间 、 线 性 赋 范 室 何 ) 
上 某 些 映射 的 不 动 点 问题 。 由 于 欧 氏 空间 也 是 希 
和 尔 伯 特 空间 和 线性 赋 范 空间 ， 本 章 后 半 部 分 内 容 
可 以 看 成 是 BR"? 上 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 推广 。 


1。 数学 分 析 中 的 一 个 习题 
在 数学 分 析 课 程 的 极 艰 理论 部 分 ， 柯 西 收 敛 


准则 是 一 个 重要 内 容 ， 
STAB) WARI {,}, {a,} 
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收敛 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 的 e>0， 总 存在 正 整 
HN, n> N 时 ， 对 任何 自然 数 D。 总 有 laap- 
Ar| CERT, 

这 一 定理 的 好 处 是 可 以 通过 {aw} 中 各 项 第 此 
间 的 关系 来 判断 {a} 是 否 收敛 ， 而 不 必 事 先知 道 
航 限 值 ， 有 这 种 性 质 的 收敛 数列 亦 称 柯 西 列 。 

学 完 此 定理 后 ， 常 到 以 下 的 一 个 习题 ; 

BROOK, 上 有 定义 ， 著 对 任意 的 
ECO, 11, WEISSI, HEE Mx, 
yE DA 

IF -f <a le-yl, <a 
TW a FETE ME — Aye, ESE) =X。， 即 fx) 有 唯一 
的 不 动 点 。 

这 一 习题 很 象 一 维 的 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ， 
但 这 里 不 仪 要 求 1(X) 连 续 ， 还 要 求 f(x) 是 压缩 
的 《还 缩 可 推出 连续 ) ， 即 任意 两 点 函数 值 之 莽 
的 绝对 值 ， 严 格 小 于 这 两 自 变 量 之 差 的 绝对 值 。 
这 一 还 缩 性 质 的 要 求 ， 形 成 了 另 一 种 风格 的 不 动 
点 定理 。 
此 习题 中 的 J(X) 也 是 自 映 庙 OSJO), 
故 选 代 方法 可 以 用 ， 任 取 EO, 12 Rae 
fOr), 四 0<xas1i, 我 们 自然 要 问 z* 是 否 收 敏 ? 
显然 有 


LLRI 


[Xa ~ Eal =| fC) ~ f Ead aire 
-Xal =a |f En) fx) lS 
Xs-, — Te- | 
反复 应 用 此 不 等 式 可 知 
{Enei Tn] <a] x, — Xl 
今 对 任何 正 整 数 ?， 考 察 
(Larp Cul S| Lnep Kap + Xa ps 
Karpdd + tae a | SAMI 
+ PT) Ir, ~ Hy] 


at—at a 
1-a 


= l-a 


ix,.- x, [< lx, = zl 


Hp jr -r | 是 定数 ，0<a <<1， 当 noo 时 a 一 
0, 邦 {Xn} 满 足 柯 西 收 全 准则 ， 即 ,收敛 ， 设 其 收 
ATF x*， 由 于 了 的 压缩 性 可 以 导出 函数 的 连续 
性 ， 由 
Xy = flnis R=1s2 
可 知 X* = f, RRR, 
再 证 x* 是 唯一 的 不 动 点 ， 设 若 不 然 ， 另 有 
一 不 动 点 x**， 则 
let = a*t] =} flat) ~ fa <a et 
-a*t 
其 中 0<c<1. 这 只 有 在 129 -a*r = 0 时 才 成 立 ， 
Ex’ = xt, 
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这 一 习题 启示 我 们 ， 一 维 的 布 劳 威 尔 定理 如 
果 对 j 的 连续 性 加 强 为 正 缩 性 ,不 动 点 通过 迁 代 很 
容易 作出 ， 而 且 是 唯一 的 。 那 么 我 们 能 不 能 将 这 
AARE DR RNS PAM? 这 便 是 下 一 
节 的 任务 。 


2. 距 离 空 间 上 的 压缩 映射 不 动 点 定理 


本 世纪 初 年 ， 人 们 发 现 ， 丙 实数 之 问 的 距离 
《〈 即 两 数 之 差 的 绝对 值 ) 可 以 推广 到 很 一 般 的 集 
合 上 去 、 最 简单 的 例子 是 CCa, 加 一 一 CQ, 妃 上 连 
续 函数 全 体 。 我 们 可 以 在 Cab) 上 定义 一 个 距 
离 4(J,9) = max |f(X) -g(x)| , 它 能 满足 如 下 的 
距离 的 抽象 定义 : 

距离 公理 ， 设 号 是 一 个 集合 ， 车 对 任何 一 对 
REMY, MARRY) HAM, WA 

1° GERE) (ry) >0 

2° (唯一 性 ) 00,4) = 0 的 充 要 条 件 是 和 = y 

3° (对 称 性 ) PY) = pya) 

a GADER) Peyo, 2) + plz, 

y) (对 任何 ZE Ry 

Wie, Wier gy ZH, Rei RAE 
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离 空间 ， (也 称 度量 空间 》。 

读者 不 难 验证 ,两 实数 之 问 的 距离 , |* 一 |， 
两 连续 函数 之 间 的 距离 ,都 满足 上 述 距 离 公 理 . 这 
一 想法 把 人 们 的 视野 扩大 了 ， 不 动 点 定理 除了 研 
究 有 限 维 的 欧 氏 空间 上 的 连续 自 喘 射 之 处 ， 还 可 
以 研究 函数 空间 上 的 不 动 点 。 而 这 是 十 分 诱 人 的 
前 景 ,1922 年 波兰 数学 家 巴 拿 赫 (Banach) 证 明了 ， 

定理 4.1 CES GD 在 完备 的 距离 空 
PIR Hi fy HR SEA ME BAR R 

它 的 证 明和 第 1 TF HE AE OT 
证 明 完 全 类 似 。 第 一 也 是 用 迭代 法 ， 那 里 我 们 要 
REAR, MEAL SR pa 象 ， 当 然 
类 自 映 象 。 因 此 X44 =A) (= 0,1;2，…)》 是 
FRET A ea. 

第 二 ， 我 们 同样 可 以 估计 

P Las p Xn) SO Knepy Tntp-t) + Ons pear 

Earp- + PLX Xa) 

RERNA DRETA H x-y , 且 利 用 
了 Ap 的 性 质 ， 特 别 是 三 角 不 等 式 。 

=, AA RERE 

PLAX, Ay) <ap(4,y), 0<a<1 


n 


TURE Pnp ed L Eo t) 
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,出 此 可 知 ， 若 将 栖 西 收敛 准则 中 的 绝对 信 换 
成 再 中 的 距离 p， 我 们 就 可 以 说 {x} WR EN 
何 西 收敛 准则 条 件 ， 即 {xy*} 是 台中 的 柯 西 列 。 

第 四 ， 在 实数 系 中 ， 任 何 柯 西 列 都 收敛 于 菜 
个 Y*， 于 是 距离 空间 也 分 出 一 类 ， 称 为 完备 的 
墟 高 空间 ， 它 的 特征 是 ， 基 中 的 每 个 柯 西 列 都 收 
敛 。 这样 我 们 又 通过 了 -次 ，x, 必 收敛 于 已 中 某 
点 z*。《〈 完 睾 性 在 定理 中 作为 假设 》 

第 五 ， 我 们 在 距离 空间 中 也 可 引入 相 度 的 连 
ERRES HELER, IEN dtn 
HAAI AX, MAREEK, ME E 
义 为 实数 列 p(X。，Xo) 了 0。 这样 MERE: 
PIAX,, AX) EAP Ens C), 立即 可 导出 4 的 连续 
th, FE, they eth Ax, Ax* ih 

Xa = Ar, 
立 知 X* = AX*，x* 即 为 所 求 的 不 动 点 。 

唯一 性 的 证 明 也 是 类 似 的 。 

压缩 映 象 定理 的 证 明 ， 是 数学 抽象 方法 的 典 
型 例子 。 只 要 把 绝对 值 换 成 距离 ， 微 积分 的 极限 
理论 就 能 毫 不 费力 地 少 到 一 般 的 距离 空间 上 来 . 
上 上 述 的 证 明 ， 我 们 是 对 比 实数 铺 形 叙述 的 ， 读 者 
可 以 几 简 短 的 篇 帆 写 完 它 的 严格 证 明 ，。 

现在 我 们 给 出 巴 拿 替 定理 的 一 个 应 用 


115 


E42 设 f(s) 为 4<s<b 上 的 连续 函数 ， 
K(s, OXE Kassab, atab 上 的 连续 函 
数 ， 且 有 常数 路， 使 得 


f |K(s,t) |di<M <oo (a<s<b) 


BAY A< RAAB 


PO = fi) +4 Ke, betbdt 


必 有 唯一 的 连续 函数 解 。 
证 明 HEE, DELMAR AKA 
Cra, 了 ,其 中 定义 距离 为 
(fog) = max] f(x) = g(x) | 


此 时 Cra, 四 构成 距离 空间 ， 记 映射 尺 为 
Kph) = fs) raf Khetbdt 


BAK FE BCCa, DIR AICLo,b) 中 的 压缩 映射 
事实 上 


p(Kp,Ký) = max [ko - Ky =maxl At 
weigh sgia 
| [[xe.nomat-[xe,nyaae | 


1A + 了 
<| |maxe( {1K (S44) ll pe) -pe dt) 


ne 


<| Al (max e -801 ) 


f KS at 


< lAl -M-o(p.p) =aplp p) 
此 处 0< [4] M<, 因此 玫 是 压缩 映射 ， 由 巴 拿 
BRR GERAD TAK A 3 
点 gv: 使 Kg = qo, 这 就 是 说 po 满足 方程 

gals) = f(8) + if" KO pe ctyat 


类 似 的 应 用 的 例子 很 多 ， 可 参看 C107 


3。 巴 拿 替 不 动 点 定理 的 推广 


巴 拿 赫 不 动 点 定理 中 的 压缩 因子 < 要求 严 格 
小 于 1 ， 许 多 定理 试图 改进 这 一 结果 ， 将 条 件 放 
F. 为 此 我 们 先 证 明 以 下 定理 ， 

定理 4.3 P(X d) Ra Sw, FE 
发 ~ 七 的 喘 射 ,不 必 连 续 ， 但 满足 以 下 条 件 (*)， 
对 任意 e>0， 总 存在 6>0 使 得 当 d(X，Fx) < 
时 ，FK5B(Y;,se)3CB(Yse)， 这 里 B(Yys) 表示 以 
% 为 中 心 以 为 半径 的 实心 球 . RA, HRUE 
AAE Pe) ont, FRAP eT AR 
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GEAR URMARE UH un, JWE (ua) SE 
柯 西 列 ， 给 定 s>> 0, 取 六 充 分 大 ， 使 %?> 人 时 ， 
Cy Uns) CE), Addy, Fus) <6, BARE 
C) ， MSLFCB(uy,2)ICBCuy,e), 因此 Fu = 
Mn:EBGutvse)， 用 数学 归纳 法 可 证 对 一 切 k> 
Oy Fray =tiy E Bluse), Bd Cus tyes) Cert 
KORRE, RRA (ULI, 

-四 于 XX 是 完 甸 的， 存在 4*, fue, Wie 
we FRR BR. WARR, WW dat, Fur) = 


a>0, RM UE Blur, Z), Hebd des tard 
a F a 
4.5, PUREO ER P(B (us SE 
B (uns 2), aPu EBs G) 另 一 方面 ， 册 
Ae ju, ad Fur, ut) ~ dss uN > Fa 
可 知 Pure B(us $). 这 个 矛盾 说 明 dur, 
Put) =0, 0h Rut = Fur), 
定理 4.4 ROLES EMSA, H 
dFx,Fy)<pd@,y)) 


其中 p: ROR RAM RMR MM ORL 
B, HERNEEN f>0， 使 得 n 次 复合 之 什 


118 


POWA, 己 有 了 唯一 的 不 动 点 。 

证 明 首先 指出 ， 对 每 个 过 0， 人 <<t 如 
BRR, WHEE OIS. 由 9 单调 不 减 性 可 
知 p( 护 去 p(P《( 约 )， 重 复 使 用 2 的 单调 不 减 性 ， 可 
Atap, n= RAMP OFE. oD 
+ 成 立 。 

AE GCP, Pe) Sp" (d(x, Fx)), i 
对 每 一 XEX, 由 g"(d(x, Fx))>0, 知 d(F*x, 
Fix) 0, SS e>0, Male) se- ple), d(x, 
Fx) <d(e) JURE ZEB, e), A 

d(Fz,x)<d(F2z,Fx) + d(Fx,x) <pfdtz, 
XI + d<g(s} +e-ple) =e, BFZE Blx,e). 
HH PAR. EERE B 然 
B 


定理 4.5 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 ， 若 
a(Fx,Fy) sals, yde, y) 

其 中 a， XxX— Rk’ 是 二 元 函数 ， 具 有 性 质 ， 
SHE PTA RC a,b], a> 0, 

sup{a(x, y)}|a<d(x,y) <b} = A(a,b) <1 
则 下 有 唯一 的 不 动 点 ,县 ?# 次 选 代 值 了 "xz 一 一 >2s 
对 任何 YE 都 成 立 。 

证 明 对 任何 XEX, 序 列 {d(F"X,F*+iX)} 是 
不 增 的 , 故 必 收 化 于 某 常 数 a 之 0。 今 证 4 = 0, 对 充 
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akim, 
a<d(F*x,F''x)<a+1 
“对 这 种 n。 及 C = 44a,4a+1), 用 归纳 法 将 可 得 
Ad Ft FUR ye) Crd(F"x, 了 at) < 
C*(a+1) 
因 0<C<1, 上 式 仅 当 4 = 0 时 才能 成 立 。 


现在 任 给 >0， 令 4= 4 全 ,e), 取 8= mnf, 


e-a } itdi, Fay <ð, zE Bx ye), RANE 


HORTEF (B(x, s)) C B(x, 2), 
HRB Fz,x) <d(Fz,Fx) +d (Fx,x), 
我 们 考察 两 种 情况 


1 dz, O<. 此 时 有 


(了 ZX) <d(z,x)+d(Fx,x) < 于 + 
=E ' 
2° e/2<d(z,2) <e, FE 
d(Fz,x)<a(x,y)d (2,%) + d(Fx,x) 
<Ae+ (1 -Ajese 
Wit, FB, a)IC B(x,e)， 由 定理 4.3， 断 言 
下 有 唯一 的 不 动 点 ， 其 余 的 证 明 是 容易 的 。 O 
巴 拿 赫 的 压缩 映射 不 动 点 定理 ， 国 内 外 都 有 
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很 多 人 进行 推广 ， 结 果 极 为 繁多 。1977 年 ， 罗 得 
斯 发 表 《压缩 映射 各 种 定义 之 比较 》 一 文 ( 刊 于 
Trans. Amer, Math, Soc,Vol 1, 226, No. ` 
501)， 将 距离 空间 (和 ,四 上 压缩 映射 分 成 80 类 ， 
并 讨论 各 类 压缩 映射 是 否 存 在 不 动 点 ， 我 国 张 厂 
全 先生 也 在 这 方面 有 系统 的 评述 , 见 C119, 此 类 研 
究 目前 还 在 继续 ， 有 时 可 能 失 于 繁 融 ， 但 作为 一 
RWG, BATH. WLR, BRR 
空间 上 的 压缩 映 象 不 动 点 问题 进展 较 快 ， 似 乎 
可 以 期 待 有 重要 应 用 ， 读 者 若 有 兴趣， 可 参看 
C125, 


4。 希 尔 伯 特 空间 上 的 非 扩张 映射 


本 书 的 前 三 部 分 ， 考 寨 的 是 欧 氏 空间 ， 前 用 
节 考 虑 的 则 昆 一 般 的 距离 空间 。 现 在 我 们 考察 介 
于 这 二 者 之 问 的 一 些 空间 ， 主 要 是 线性 赋 范 空间 
和 线性 内 积 空间 ， 这 二 者 都 是 耻 离 空间 ,< 它们 的 
完备 化 就 旦 人 们 熟知 的 巴 使 蔡 空 间 和 希 尔 伯 特 空 
间 ， 为 了 读者 方便 ， 我 们 在 此 作 一 简单 介绍 。 
KAME, n 维 欧 氏 空 间 E" 是 一 种 实 线性 空 
间 , 即 向 量 空间 .其 中 元 素 多 许 稻 加 和 彩 以 实数 
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RRRA RIA REH Me er: en 的 线性 


合 a= zen (zy ra e mR AR 


m < 


长 度 jzl = (这 x* 片 ， 而 县 任何 两 个 向 量 x,y 


= 


Zin EER =D ny ROPER OE 


mt 


Ko DTE Riy (人 yt). BRE 


这 个 距离 是 完备 的 

将 B" 中 的 这 些 特性 作 一 般 化 的 推广 就 有 如 下 
的 概念 : , 

1 ) RORRESH RAS) V. 
BREM 中 向 量 可 以 相 加 ， 可 以 染 以 实数 ， 满 
足 交换 律 、 分 配 律 等 一 些 性 质 《 详 见 高 等 代数 孝 
科 书 ) 。 若 也是 的 邓 集 ， 而 了 中 任何 元 素 都 可 
表示 为 B 中 有 限 个 元 素 的 线性 组 合 x 二 xb 


GC Bn 是 随 z 可 以 不 同 的 自然 数 ， 那 么 B 称 为 
的 基 集 ,注意 这 里 不必 是 有 限 集 ， 可 以 是 无 
HE, CHER Gh) Bes Vey Hamel ee, 
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了 amel 维 数 为 无 穷 的 线性 空间 就 是 无 限 维 线性 空 
间 ， 例 如 Ca; 轨 上 多 项 式 全 体 所 构成 的 空间 P 形 
战 无 限 维 线 注 空间 ， 任 两 多 项 式 可 以 相 加 ， 可 以 
BOR, KERELE t,e). 它 的 芝 数 是 可 
数 的 。 

2) REE IX. WRX 一 线性 空 
闻 ， 其 中 每 一 向 景 x 可 定义 一 个 范 数 ‖ + 站 (相当 
于 向 量 的 长 度 ) ， 即 能 满足 1" Y=0 4 BY 
Vai] =0, 2° Axl = iel. 3° Nae 
yi<(oel+ liyi. B® 么 了 构成 一 个 线性 赋 范 
zN, 

Ka 区 上 多 项 式 全 体 所 成 空间 卫 是 线性 R 范 
室 间 ， 具 要 规定 ] p(x) |} = max |p Cr)! .容易 验 
证 它 满足 上 述 三 条 件 。 

注意 ,线性 赋 范 空间 一 定 是 距离 空间 , RRE 
EM, Yl PER Hoy = 【二 -8 。 由 范 数 的 
三 条 件 很 快 可 推出 距离 公理 ， 记 以 线性 赋 范 空间 
从 代数 上 看 它 是 线性 空间 ， 从 拓扑 上 看 它 是 距离 
空间 ， 而 且 加 法 和 和 数 乘 对 这 个 距离 来 说 都 是 连续 
BY GB Xe, Ya Yo AAR] Ert Yt H 
4xo- 一 > cx 一 4X) 线 性 赋 范 空间 的 球 邻 域 
可 用 范 数 表示 为 B(xsse) = {x | x- x l| <e 

线性 同 范 空间 的 完备 化 称 为 巴 $a N, 
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(a,b) 上 多 融 式 全 体 构成 的 空间 是 不 完备 的 ， 它 
的 完备 化 是 Ca;b 上 连续 浮 数 全 体 构成 的 空 由 
CCa, 世 ,这 是 因为 任何 连续 函数 KKx) 总 可 用 多 项 
AP, Co) BONE, BEEK BA 
IIED- P, ae) ff = max fG - P, 


— 

3) 和 希 尔 伯 特 空间 。 

线性 赋 范 空间 的 特例 是 线性 内 积 空间 巨 ， 高 
等 代数 上 定义 过 向 量 的 内 积 ， 它 是 指 对 任何 的 
Xy3EEE 对 应 一 个 实数 ， 记 为 (Z,2) WAT e+ 
Ys2) = (4,2) + (Y, 2) 2° Cx, P =x, AW = 
ACH ,Y), R3? (X,Y) = 4), 

有 了 内 积 可 以 定义 范 数 jal = Cet, 但 
反 过 来 不 一 定 。 骨 满足 下 列 平行 外 边 形 法 则 的 范 
数 才能 定义 内 积 ; . 

Hxryl + x-yl =2C ett 

+ igi 


rome ciety Mel (Sac) ewe 


= 


这 一 平行 四 边 形 公式 ， 但 是 线性 赋 范 空间 了 的 范 
数 就 不 能 满足 此 公式 。 例 如 在 〔0,1] WP) = 
X, PX) = (1 一 xX). 在 C0013 P(X) P(x) 的 最 
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KEREL, PtP. =1 和 Pp:~P,=1~2x 的 最 
大 值 也 是 1 ， 于 是 

[l pPi+p: 上 二 lp.- pl*=1 +1= 
MOCK Plt + pW =eatel) =4。 故 平行 
Vi 5d TW 7B a N. 

线性 内 积 空 间 完 备 化 以 后 称 为 希 尔 E E 
阅 ， 了 "是 最 简单 的 希 尔 人 特 空间 ， 其 它 的 希 伯 尔 
特 空间 例子 还 有 


P= [oy x? <oo} 
按照 勤 贝 格 意义 下 的 积分 ， 可 证 
w= {fcr [orarce} 


也 是 希 尔 怕 特 空间 。 

综 上 记述 ,我 们 现在 观察 的 空间 将 有 两 种 结 
H RAAN 〈 线 性 空间 ) 和 拓扑 结构 (距离 )， 
内 积 和 范 数 概念 兼 有 这 两 种 结构 ， 它 们 可 以 导出 
距离 ， 记 谓 完备 化 正 是 按 所 导出 的 距离 进行 的 。 
即 空间 中 按 距 离 形成 的 柯 西 列 必 收敛 。 

前 面 说 过 ， 不 动 点 定理 成 立 有 两 方面 条 件 ， 
一 是 空间 中 的 点 集 ， 二 是 考察 的 映射 ， 现 在 空间 
己 经 大 为 扩张 ， 从 BR" 扩 到 一 般 的 距离 空间 和 线 竹 
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赋 范 空间 ， 那 么 为 了 使 不 动 点 定理 成 立 ， 就 要 对 
映射 作 些 限制 ， 所 以 在 距离 空间 时 ， 我 们 要 求 压 
缩 映 和 财 ， 现 在 如 果 观 察 希 尔 伯 特 空间 (距离 空间 
的 特例 ) ， 那 么 对 映射 的 限制 似 可 稍为 放松 ， 我 
们 引进 下 列 概念 : 

李 下 希 兹 映射 F, 设 在 距离 空间 (RBR,d) 上 定义 
了 映射 F， 若 存在 常数 性 >>0, 使 P(Fx,Fy)<Mp 
(x, WNUK Pee EARN, GE bh eae 
的 最 小 常数 称 为 李 h RRK SM<, F 
即 为 压缩 映射 ， 如 MI =1, 则 称 为 非 扩 张 映 射 。 

显然 ， 李 上 项 兹 映射 一 定 是 连续 映射 


5。 非 扩张 映射 的 不 动 点 定理 


RATA AS A LER., Hp? 
FEKAI, Sete Be ri A BS OR E 
数 导出 的 瑟 离 p 是 闭 集 。 CREEL. CF, pty, 
X)—>0, MEK), 五 中 子 集 了 称 为 有 界 的 ,是 
指 存 在 - 个 以 原点 0 为 中 心 ,半径 为 < 的 球 B(O， 
a), BM BO, a), BO, at Atay 
{xX| Hel sa. RAR RMAR EE, 
使 得当 xE MHRA || el <a, H 中 的 集合 五 称 
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JENE, BRE pE MARERE E p, 
M#x y cE MIENS, WA ar + A- 
ayek, 

显然 ， 忆 "中 以 O 为 中 心 的 单位 球 是 闭 的 、 有 
AHAB. 所 以 希 尔 伯 特 空间 中 的 闭 、 有 和 界 、 西 
集 是 包 中 单位 球 的 推广 。 我 们 将 证 明 布 劳 威 尔 不 
动 点 定理 的 下 列 推广 ， , 

定理 4.6 若 C 是 希 尔 伯 特 空间 中 NM, A 
界 、 西 集 ， 那 么 C 上 的 非 扩 张 自 映 射 至 少 有 一 个 
不 动 点 。 

为 了 证 明定 理 4.6， 先 来 作 一 些 准备 工 作 。 

引 理 1 Buw 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 两 个 元 
K, WREHACH, 使 得 上 xX-ul sR, |x- 
v| SRH jx- u+) >r -vl 


2 VRE, 
证 明 由 平行 四 边 形 法 则 
lu~v l= l x-y- (一 区 = 过 
=v +2] e~u- -vu 


=2lx-v l +2] x-u l-a 
U+ jja 
le- | 
<4R' -4r = A(R = 1) 
两 边 开 方 即 得 绪论 。 口 
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引 理 2 ”下 是 有 界 集 C 上 的 非 扩张 自 映射 。 
车 z，3 及 4= Alec, Hla- F) 


<e, [y- FE) <en 


la-F( || <2,/ 28) Ve 
REAC) = max | w- y | A CRER, 


证 明 因为 


Ix-yll < j- 22 F@ |. . 
Je] 


AARP TANT, BBA 
为 是 第 一 项 ， 即 | =- ARO lot jæ- 
KAIR 
但 x-al = 二 1x-yll B 
Nz- Flay i < ls EE) + TFG = 
Fa) <er -al et iz-yils 
由 引 理工 可 知 


Ha-F(o i<2[(e+dnx-gy ) -(4 
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te-yll) Ji-avever Deng 


BARE- 3 都 不 超过 6(c)， 定 理 的 结论 随即 可 
得 . 口 

现在 我 们 来 证 明定 理 4,6。 它 的 想法 是 很 自 
然 的 。 首 先 ， 非 扩张 映射 了 可 用 压缩 映射 Fe = 


(1 于 -)F 玉 近似， 有 不 动 点 Xs。 其 次 ,zs 当 


然 不 必 是 的 不 动 点 ， 但 x%。~ F(x) 距离 不 超过 
LAO, TEBRO {ECI Na- FE) l 


<LSC)} REE Od THR 


于 0 的 闭 集 套 4。， 由 于 完备 距离 空间 中 这 种 闭 集 
套 必 有 一 公共 点 ， 定 理 遂 最 后 得 证 . 现 详 述 如 
F: 

第 一 步 : 不 失 一 般 性 ， 设 DEC,， 对 任何 自 


然 数 ?>2, 作 P= (1~L_)P, seat ECAC 


的 压缩 映射 ， 必 有 不 动 点 Xx。， Pye) = zu 但 
xs ~ POEs) | = WF) ~ Foe) fl 


= d(C) 
eal Fo) I< =a 
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第 二 步 ， 考察 Qu frec e-r 1 
<LO}, SERERA- 0c) 


FAA BeH, H eE) || <e 的 % 
称 为 不 动 点 ) , BR, 是 递 缩 的 非 空闲 集 次 ， 
Q,29,>-. jad, sin | xl | XEQ} (Q8 
点 与 原点 的 最 小 距离 )。 则 d 是 单调 不 减 数列， 
由 于 Q@, 是 C 的 子 集 ，d, 之 值 不 超过 6(C), 所 以 中 
>d, 


第 三 步 ， 构 造 直 径 趋 于 0 的 闭 集 套 A，: 


A=QmNB (O,d+—1-) 


ER, 4, 仍 是 非 空 递 缩 闭 集 套 ， 我 们 来 计算 
5(A,), 


首先 ， 著 zjgE Qoms Ma-=F¥ Q,, 这 
可 由 引 理 2 看 出 ， 


lla- Fto) lj < ON wo 


RK Ea, yE B(O,d+ Ly O- 
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<d+ ~i, fo-yl<d+1, am [| o- 


-ZH Sdu WHIRIA 
læ-yl <2 (ari) ap 


= VI sn rd d, 
Bn ool}, ABW ZIT 0. RECA, +0 
由 拓扑 空间 中 的 康 托 定理 ， 完 备 距 离 空间 中 
直径 趋 于 0 的 递 缩 闭 集 套 必 有 唯一 的 一 点 2 属于 


所 有 套 中 的 闲 集 ;XE Nn An, Bix. € Nn 


Qazo EP 
IFO) isO 1, yaana 


an 
成 立 
故 ja- F | =0，%o 即 为 下 的 不 动 点 。 口 
在 希 尔 伯 特 空间 上 ， 我 们 还 可 以 把 问题 分 析 
得 更 细致 些 。 如 果 耻 不 是 自 映射 ， 则 有 如 下 结果 
定理 4.7 RHEES, CE HR 
{XC H] xl <c}, MH CAH ARE ETK 
映射 必 上 县 以 下 两 性 质 之 一 ， (1) FERIA 
《2 ) 在 球 而 6C 上 存在 一 点 ,使 X= AFC) ,0< 
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aca, 
证 明 p, WuBHr.H——+CwP, 
w F ixil <e 
rix) = 
x Ws, 
° Tal | xj] =e 


REET RON, BRE, Buy 40, Hl 
(u-7ra), T(V) -TUS 
4 ul siira =u, BA. lul >c 
(u= ru), T(V) - riu) 


e spe) coom- elegy 


A } 
“lle 
Alwo| <ul lol, besos, 
现在 证 ?是 非 扩张 的 。 记 @ =x - rary) 


=H» 
Wae-yllt= ir- rey) +x rere 
re -yh = Hr- ry) tal 
= rra + llall +r) 
=r) 


Ha, rw) ~ ry) = ~ x- ra), r) - ri) 
= Y-T) r-ra, BRB | x- 
BISIO -rA L TT ES AN, 
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第 二 步 ， 作 卫 和 7 的 复合 映射 rr ERCH 
C 的 非 扩 张 自 瑞 射 ， 由 定理 4,6， 必 有 不 动 点 xs 
TF(X) =x, E)E, M= rF) = Fix), 
多 是 卫 的 不 动 点 ， 若 Fa gC, 则 X=?F(X)= 
egr BECO RAs ppt < 
这 就 完成 了 证 明 。 口 ] 
下 面 用 定理 4.7 给 出 儿 个 推论 。 
定理 4.8 RCRA PUR, PECAH 的 
非 扩 张 映射 。 若 球面 9C 上 每 点 x 满足 下 列 条 件 之 
一 ， 则 下 必 有 不 动 点 
1° Fe) <a 
2° | Fox) Hx- For) 
3° FG) Ns farts e- FOr) 有 
4° (PDS la je 
证 明 ”这 是 定理 4.7 的 简单 推论 ， 作 为 例子 
我 们 只 证 3*。 如 果 此 时 卫 无 不 动 点 ， 那 么 存在 
ZEOC, 且 Z= AF (Zz), 0<A<1; HBF (2) #0, HH 
3° 的 条 件 将 有 
F(z) sl APC) :+ 1 AP@) 
= F(z) |? 
RORBI<A +A- BANM A+- 
AY <A+ (1- A) = 1 ( 因 0<14<1)，, 这 个 矛盾 证 明 
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了 3 "。 


6。 线性 赋 范 空间 上 的 肖 德 尔 不 动 点 
定理 


一 节 ， 我 们 将 在 线性 冉 范 窗 间 和 上 考虑 问 
题 ， 此 时 关中 不 必 有 内 积 ， 也 不 要 求 完备 。X 中 
FRCRERA, TERA. CEARN FRA 
SORTED GET RMON, MBC BR Fe 
紧 映 射 。 因 而 紧 性 将 是 本 节 讨 论 的 主 施 律 。 

我 们 先 来 介绍 紧 的 概念 ， 数 学 分 析 中 有 一 定 
理 : 有 界 序列 必 有 收敛 子 列 。 推 而 广 之 .任何 无 
限 的 有 界 的 实数 集 至 少 有 一 极限 点 。 进 一 步 ， 有 
界 闭 集 包 食 自身 的 所 有 极限 点 ， 显 示 出 这 类 点 集 
自身 联系 紧密 ， 极 限 点 不 会 路 到 集 外 去 。 有 界 闭 
RER- RRR, KEREDE UTAN 
ARERR, FH -RERAREED 。 这 些 性 
质 推广 到 距离 空间 上 去 ， 就 得 到 

定义 1 六 中 的 子 集 C ,如 果 其 中 的 任何 子 列 
都 有 收敛 子 列 (不必 收敛 于 C 中 的 点 ) ， 称 C 为 
RM. MRC EE TT T ie A RE 
盖 ， 则 称 C 为 紧 集 ， 相 对 紧 集 的 另 一 等 价 说 法 是 
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HEA MER, MANS REAC LAR 


PAX atann EC AFU Bose) 之 中 。 
一 个 紧 集 的 子 集 必 是 相对 紧 集 。 

紧 集 一 定 是 有 界 集 ， 有 限 维 欧 氏 空间 中 的 有 
界 半 集 的 充 要 条 件 是 紧 集 。 

现在 我 们 再 来 定义 映射 的 紧 丛 

定义 2 设 XX 入 是 距离 空间 ， 了 是 XX 到 六 
中 的 映射 。 

O MUR F(X) 含 于 立 的 某 紧 子 集 之 中 ， 称 
FJERN. 〈 紧 映射 将 玉 映 为 相对 紧 集 ) 

GDMEXPMENARRB, RREA 
FY MRRTION, HWE yee, 

GAY KERESE, YF STYR 
有 限 维 子 空间 中 时 ， 称 下 是 有 限 维 映射。 

(WV) 将 入 中 有 界 集 映 为 了 中 :有 界 集 ， 称 
PRM, 

有 了 上 述 定义 ， 我 们 可 以 给 出 本 节 的 主要 定 
理 

定理 4.9 。 ( 肖 德 尔 不 动 点 定理 ) 设 C RR 
范 线 住 空间 中 的 册子 集 ， 了 是 C 上 的 自 觅 射 而 且 
是 紧 映 射 ， 则 也 至 少 有 一 个 不 动 点 。 
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RINEN EER E MERI 5 SE 
射 ， 而 有 维 映 射 实际 上 是 在 欧 氏 空间 中 考察 的 不 
动 点 定理 ， 异 用 有 限 维 欧 氏 空 间 上 的 布 劳 威 尔 不 
支点 定理 再 回 到 紧 映 射 ， 最 终 得 出 肖 德 尔 不 动 点 
的 存在 ， 下 面 我 们 就 具体 来 做。 

第 -- 步 ， 构 作 肖 德尔 投影 映射 pe 

我 们 把 有 限 个 点 cL,c,，,…scw 处 的 nt 个 球 B(Ci， 


6) 并 起 来 ， 称 为 网, 记 之 为 (N, e) = U Be, 


e)s =1,25 n} AEN RREA Cy Cn}, 

在 (N,s) 上 可 定义 ?个 实 函 数 Ai(X? (i=1, 2, 
人 如下: 对 每 一 XE (Nye), ui) = maxf0， 
e- Wxe-ei}, AOE BC se) 边界 及 以 外 为 
0, es he, BER HH, 

作 P 为 (CN,a) BConvN) MBH, KT ae 
LEN DEN 

pa = hb 


Hit) 


RECon NER N AKR E 


Dy Hi(XICL 
poy] 


Conv(N) = {y y= J) Adis EN, ASO, 


izi 
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> isi man} 
fa 


请 读者 注意 ，P, 位 于 由 Cs Cams Ca WH 
Ky d= HO 为 系数 所 成 的 凸 包 内 SA 


D uz) 


izi 


REJ A.=1, AS01512 0). RPC 
MEN, e) FjCon MiRe. 
C: 


Cs 
由 5 点 CiCarCarcarcs 张 成 的 凸 名 为 四 边 形 ， 
Ce 在 凸 世 内 部 不 起 作用 ， 它 可 由 其 祭 网 点 丙 杀 出 
来 。 
图 4.1 
第 二 步 ， 研 究 映 射 p. 的 性 质 。 
IE BN ESRC 中 的 有 限 个 点 cc 
5 所 成 之 集 ，P, 是 (Ne) 上 的 肖 德 尔 投影 映射 ， 
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则 

(1 )p, ERRI HE CN, RA Conv(N) C 
C 

C2) IX- phx) <e NH XE CN, 2) 

证 明 (1) Pe WASEDA CN, €-)) &fEConv 
(和 中 ， 担 Conv(N) 是 有 限 维 空间 〈 维 数 是 Co 
Oxy ,Cn 线性 无 关 的 个 数 ) 中 的 有 界 闭 集 ( 凸 
多 面体 显然 是 有 界 闭 集 ) ， 故 是 紧 集 ， 搂 紧 哆 射 
的 定义 ，p, 是 紧 映 射 。 


(2) 4%-p, @ = | wet 


Yam 


Juwa |= 
ia "Yaw 


. [$ mew (e~ c) | 
m 


D mæ lz~cit 
<D <e 


$ HC) 
ft 


SAMH, P ERD, HEN, 2) 中 x pk 
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BURBRAT e 的 p:(2) 处 。 

BaD. SRA peF= PF 的 性 质 。 

已 名 PF 是 C 到 C 的 紧 映 射 ， 即 FCC) Raat 
紧 集 ， 因 而 必 食 于 基 (N,6) 之 中 ， 对 (N,e) FE 
用 P,， 将 CN,e) 映 到 Conv(N) Fy, Con) Cc 
CL poF=F, 仍 将 C 映 到 C 中 ， 邑 F.(C) CC 是 
CL 上 自 映射 ,用 上 述 引 理 ， 因 FOEN, e), 知 
IEO - pF) l= | PG) ~ Fr) | <e, 

HU) FL) AT Ce) a, JE 
ENTE e. 

第 四 步 。 最 后 证 明 肖 德尔 不 动 点 定理 。 

我 们 证 明定 理 4.6 时 ,已 轴 过 这 样 的 结果 ; 好 
是 F 的 不 动 点 的 充 要 条 件 是 对 :之 0,X, 都 是 F 的 。 
ABS. Bie AAG | Fo, | <e WE 
仍 用 这 一 方法 。 

圈定 < 之 0, 由 第 三 步 可 知 存在 F,: C 一 >Conv 
ON) CC, E || Fe) ~ FG) <<s. 因 为 PCCo- 
nv(N) CConv(N), jiiConv(N) 是 某 有 恨 继 空间 
We BK, FU PAR, 于 是 应 用 有 限 维 空间 
上 的 布 劳 威 尔 不 消 点 定理 ， 可 知 存在 x E€ Conv 
CNM Fees, (ARE 

je, En = | Px Px, | <e 
对 任何 e 都 成 立 ， 故 只 能 z。= Foy, 这 就 证 明了 定 
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理 4.9。 

肖 德 尔 定理 有 许多 重要 的 应 用 。 ?76 年 找 中 
期 ， 苏 联 数学 家 罗 蒙 诺 索 天 证 明 ， 任 何 紧 算 子 部 
有 超 不 变 子 空间 ， 颖 动 一 时， 其 主要 工具 就 是 肖 
德尔 不 动 点 定理 ， 详 见 C10) 第 五 章 。 


五 菜 夫 希 效 不 动 点 定理 
和 尼尔森 数 


Me 
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1. RAAB ED 


在 第 四 部 分 中 讨论 了 茶 些 特定 的 自 映射 ， 它 
们 具有 不 动 点 ， 人 们 当然 会 期 望 ， 能 有 一 个 一 般 
ASEM RAR ABO EE RAR SLA, RT 
这 是 一 个 相当 复杂 的 问题 ， 在 这 方面 首先 取得 突 
破 的 是 菜 夫 希 效 ， 他 考虑 了 一 种 特殊 的 拓扑 空间 
-一 多 面体 ， 利 用 同调 群 得 到 一 个 用 数量 表示 的 
RARE, DRA SRR REM, 

第 三 部 分 中 说 过 ， 多 面体 IK) 的 连续 自 映 射 
可 诱导 同调 群 之 间 的 一 列 同 态 foot Hs CK) 
一 HH(K)。 然 而 对 于 一 般 的 群 之 闻 的 同 态 并 不 
能 导致 数量 表示 ， 因 此 我 们 希望 同调 群 能 成 为 一 
种 特殊 的 嫩 一 一 向 量 空间 ， 因 为 商量 空间 之 癌 的 
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We) SALA APE eR, PETE 
AEB, WAT ATR RERUTT ASK, RABE ROU He 等 数 
址 ， 为 此 我 们 回想 在 第 三 部 分 内 引入 链 群 、 闭 链 
群 、 边 绿 链 群 时 ,使 用 的 系数 群 是 整数 群 Z, 而 在 
构 作 中 实际 上 只 涉及 到 2 的 交换 群 性 质 ， 因 而 呆 
以 想象 用 任意 一 个 交换 群 G. REZ, PET 
ARCOK: G), ZK, G), Bo(K;G) AHK, 
G) .从 代数 知识 可 知 ， 为 要 得 到 向 量 空间 ， 交 
UG HEPA, BAR AREA AQ, 
AN fi ROK Z SDA RHK, Q) 
称 为 有 理 同调 群 ， 对 CK, Q), ZK, Q) 和 
BK, Q) 也 分 别 有 相 应 的 名 称 ， 这 些 群 现在 都 
是 向 时 空间。 由 于 一 个 复 形 是 由 有 限 个 《满足 一 
定 条 件 的 ) 单 形 所 组 成 ， 因 而 上 述 所 得 的 四 个 向 
量 空间 都 是 有 限 维 的 。 复 形 玫 的 有 理 局 调 群 的 维 
RSK OMAR 《参见 第 三 部 分 第 5 节 ) 有 如 下 
关系 ; 

定理 5,1 HEZE HK, Q) 的 维 数 等 于 
其 的 9 维 佩带 数 ， 

在 晴 述 菜 大 希 兹 不 动 点 定理 以 前 ， 我 们 先 观 
EAD ORS St ERAS. 


SOR Ti AY et IERES EN, 


| 
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PASS" fe 3 的 每 个 点 绕 由 南极 
和 北极 所 确定 的 直径 旋转 /2. 

2” 9:S' 一 >S'，g RERA 了 作用 后 再 作 
KHERI. 


图 5.1 


显然 映射 了 具有 不 动 点 元 极 和 北极 ， 而 映射 
9 没有 不 动 点 。 现 在 取 S 的 单纯 前 分 : 令 S, 
0.1), NC0,0,-1),401,0,0), A0, 
1,0), Af-1,0,0), ACO,-1,0), 这 
料 可 得 八 桓 体 的 表面 所 构成 的 复 形 KK (如 图 
5.1) ， 百 利用 向 径 钠 射 就 可 得 8 的 一 个 前 分 。 
出 路 对 了 和 9 可 得 相应 的 多 面体 KK| a Et, 
MGR SHR, BM fg: 用 一” IKI, 
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第 4 节 ) 。 


显然 这 两 个 映射 都 恰好 是 单纯 映射 见 第 三 部 分 


ZEK HAMER Co(K; @) ，q= 0,1,2， 
它们 是 向 量 空间 ，CCK; Q) HEA 6 个 元 素 所 
构成 ， 最 简单 地 可 取 为 {NN,S, A, AA, A), 由 
了 所 诱导 的 链 群 同 态 (线性 变换 ) f。:C， CK; 
QC, OEE LATA: 

FN) =N, fS)=S, f(A) = A,, 

FKA) = A PAAD =A, ADFA 


这 样 线性 变换 f, 的 年 


0 


ooooor 
eoo or 


0 


nooo 


是 


ooomo o 


oonoooo 


onoo 


这 个 矩阵 的 迹 数 ， 即 矩阵 的 对 角 线 元 素 之 和 ， 是 
this 2 CER: 线性 变换 的 迹 数 与 基 的 选取 无 


关 ) 。 


向 量 空间 CK, Q) 的 基 有 12 个 元 素 ， 可 取 
12 个 1 维 定向 单 形 所 构成 ,如 {NA,NA,, NA,, 
NA,, SA, SA,, SA,, SA, AA, A,A,, 
A,A,, AA) ， 线 性 变换 fi 在 基 上 的 作用 为 


KS 
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FENA) =NA,, fi(SA) =SA,, fi (AAD = 
有 ,4,， 等 等 ， 于 是 天 的 变换 矩阵 是 


010000000000 
0010009000000 
000100000000 
100000000000) 
000001000000 
000000100000 
000000010000 
000010000000 
00000900000100 
000000000010 
000000000001 
000000001000 


它 的 对 角 线 元 素 全 是 6 ， 因 而 其 迹 数 加 疡 = 0, 对 
CEO 的 基 可 取 为 {N44,, NA,A,, NAA, 
NAA, SAA, SA,A,, SAA, SAA), € 
有 8 个 元 素 。 PIRH JCK, @Q—CK, 
Q 在 基 上 的 作用 为 h (NAA) =NA,A,, 
{GAA =SA,A,, $3, Bit f BRA A 
线 元 素 全 是 0， 从 而 迹 数 tf.=0, 

映射 9 也 是 单纯 映射 ， 它 在 顶点 上 的 作用 是 
g9(N)=S, g(S)= N，9(4) =A, g (4) = 
As JA) =A, (AD =A, HEER FRA 
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SU fa 的 讨论 同样 地 应 用 到 9 所 诱导 的 映射 
g: Cy(K;Q)—>C, (K; Q), FEAH ga(9 = 
0,1, 2) 的 矩阵 的 对 角 线 上 的 元 素 都 是 0 ， 因 此 
迹 数 如 go= 0，q= 0、1 2， 

这 样 我 们 就 会 想到 ， 对 一 个 单纯 映射 J; |K | 
一 > |K| ,能 否 利用 于 所 诱导 的 有 理 链 群 Col 人， 
Q) 上 的 线性 变换 fa 的 迹 数 恕 妃 来 判别 了 是 否 具 
有 不 动 点 呢 ? 对 此 存在 一 个 显然 的 麻烦 ， 虽 然 迹 
Kf, SH CK, Q) 的 基 的 选取 无 关 ， 但 链 
群 Cu(K;@) SARE K 所 唯一 决定 的 。 而 
是 随 复 形 愉 而 定 ， 即 与 LS] 的 前 分 有 关 。 .细心 的 
BALIRE, ARAM HK, Q) 是 由 
IKi 所 决定 的 (其 道理 类 似 于 整 同调 群 HK) 
由 | 五 | 决定 ) ， 那 么 能 否 用 由 单纯 映射 于 诱导 的 
有 理 同 调 群 Hy K,Q) 上 的 线性 变换 js 的 迹 数 
来 代替 CYR? 为 此 我 们 来 考虑 两 个 迹 数 tfa 
如 fa 之 间 的 关系 。 

容易 夏 出 有 理 链 群 C+ (Ky Q 作为 向 量 空 
间 ， 其 维 数 等 于 复 形 久 中 9 维 单 形 的 个 数 ， 记 为 
oa。 为 探求 线性 变换 的 迹 数 三 和 5 与 tfa 之 间 的 
关系 ， 我 们 希望 Co、Zo、 了 Ba 的 基 之 间 有 一 个 明显 
的 关系 ， 鉴 于 边缘 链 群 Bo 是 闭 链 群 Z TR, 
2, RR Ca 的 子 群 ， 故 可 从 Bu 的 基 着 手 ， 逐 步 


a 
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加 以 扩充 的 办 法 来 取 基 ， 具 体 作 法 为 : AKEN 
维 复 形 ， 则 没有 n+1 维 复 形 ， 故 Bu = 0, 先 取 闭 
链 群 2 的 一 组 基 Zs eo ,再 补充 cry 
3: 使 之 构成 链 群 cn 的 一 组 基 ， 将 边缘 算 子 9 作 
用 于 链 群 c* 的 这 组 基 上 ,就 得 到 n- LR 
Baa 的 一 组 基 AC," ACh, R ZT, g 
ry 使 它们 构成 闭 链 群 Z 的 基 ， 再 添上 
CP gers 使 整个 构成 链 群 C-, 的 一 组 基 ; 
继续 这 样 作 下 去 ， 一 般 的 步骤 是 用 6c8 5，…， 
OcfHH 作为 边缘 链 群 Be 的 基 ， 补 上 cx，…,ch 使 
之 扩展 成 闭 链 群 Z 的 基 ， 再 补 上 Cts: Chs 
使 其 又 扩展 成 链 群 ca AR, 这 样 一 步 一 步 作 下 
去 ， 直 译作 到 Bo = Cy MOC Chs y 
Za 为 止 。 根据 这 样 取 基 的 方法 可 知 ， 闭 链 群 Z4 
的 维 数 减 去 边缘 链 群 Ba 的 维 数 等 于 同调 群 Hy 
维 数 ， 它 恰好 是 ba 

利用 上 述 选取 的 基 ， 设 是 链 群 Ca(K;@) 的 
BLOCH yo OCE Zo ee Beals oe Ch} EE 
一 元 素 ， 由 于 要 考察 及 的 迹 数 ， 故 需 关 心 的 是 @ 
经 线性 变换 fa:Co 一 ->Cs 后 ， 所 得 flo) BRE 
HREM ANAT MOM RM, II RAC), 
则 fq RUE 
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teat 


r 
tfs 2i ACaey") >) Aces nd ey) 
fay 


HF (21, C2] 构成 HK QO 的 基 ， 因 此 
Feat HK, Q) 7H, (K; Q) HBRA 


Be 


tefa = >) AD 


j= 


这 样 -- 般 地 有三 trfras 也 就 是 说 我 们 不 能 简单 地 

用 加。 的 迹 数 来 代替 fy 的 迹 数 ， 然 而 单纯 映射 所 

诱导 的 链 群 Cs 一 >C4 的 映射 fa 是 一 个 链 映 射 ， 

即 满足 关系 式 940*faw= facr 因而 可 得 
ACCE) = AS, 

利用 此 式 和 上 面 关 于 tfa trfsq ca ll 

得 出 下 面 的 关系 式 


Dy CDt h= $e vy, Aah 


m 8 


-》 CDt, fog o) 


ERT GRO J MERT EB R 
ELG), B 


L =) (- Dt fea 


= 


EE ERRARE Ene EE 
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射 fi EL | 改 | 都 有 定义 ， 其 中 fukt fA 
导 的 同调 群 之 间 的 上 映射。 可 以 证 明 LD 是 一 个 
MERER, WHER, fxg: IKi 一 > IK], 
M LELO. RAK O BABAR 
理 ， 它 表明 在 链 的 水 平 或 是 在 同调 类 的 水 平 计算 
喘 射 的 莱 夫 希 兹 数 工 ( 轧 是 一 致 的 。 

现在 加 到 本 节 开 始 时 引入 的 球面 S: 到 自身 的 
两 个 自 映射 f 和 g， 其 中 了 具有 两 个 不 动 点 ，9 
没有 不 动 点 。 根据 镍 甫 迹 数 引 理 以 及 对 f 和 OR 
导 的 链 群 则 映射 和 和 9g4 的 迹 数 的 计算 ， 可 知 映射 
了 和 9 分 别 有 莱 夫 希 效 数 LCP = 2 和 工 (9) = 0. 
由 此 人 们 会 想到 能 否 利用 映射 的 莱 夫 希 兹 数 来 淹 
别 这 映射 基 否 具有 不 动 点 呢 ? HARKAK HE 
证 明了 下 述 定理 。 

定理 5.2  〔 莱 夫 希 兹 不 动 点 定理 ) BR 
天 区 | 一 > |K) BRABBRL PA, M 于 必 
有 不 动 点 . 

证 明 我 们 只 需 证 明 与 其 等 价 的 北 否 命题 ， 
车 了 不 具有 不 动 点 ， 则 工 ( 力 =0。 MER 
数 引 理 ， 我 们 可 在 链 的 水 平 上 计算 工 ( 力 。 受 本 节 
初 对 映射 9:S' 一 >8S” 的 讨论 的 启发 ， 可 知 车 能 
证 得 各 维 链 映射 的 迹 数 都 等 于 零 ， 定 理 就 能 得 
证 。 
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设 f: |Ki 一 > |K| 没有 不 动 点 ， 也 就 是 说 
对 任意 XE IK| ， 都 有 xX 关 fCX)， 则 G(x, 了 (YX)) 是 
% 的 实 值 下 函数 ， 其 中 d, f) RRIS) 
ZAGER, HTK ZARAR, Pie eee 
可 取 到 下 确 界 >00 . RR-RE, TRAE 
下 的 所 有 单 形 的 最 大 直径 小 于 6/3， 否 则 可 进行 
若 于 次 重心 重 分 。 

取 fiK” 一 > (Kl 的 一 个 单纯 逼近 ot 


K” | Kl, & getCy(KiQ)—9C,(KQ) . 


BESEAH, MW fra 是 复合 同 态 。 


HK, Q) HK" QS KO. 
WHER WRI, ARENA 

4° GasCq(K; Q)— C(K; Q) 

的 迹 数 为 0 。 

设 0 是 玉 的 一 个 定向 9 维 单 形 ， 则 ge(c) 是 
"的 一 个 链 ， 这 链 上 的 每 个 单 形 都 包含 在 9 内 。 
RE galo) 上 的 任 一 有 向 单 形 r， 若 YEr， 由 于 
of: FREAD, Ai p(x) 与 f(x) 在 同一 单 
A, KA 

dip), f(x) <4/3 
因而 必然 有 dix, g(x)) >26/3, 车 yeo, W 
Ia, <6/3, Mi dp >6/3, KEW 
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GOR y 不 在 及 的 同一 个 音 形 内 ， 因 此 p) 
9， 这 就 表明 任 一 单 形 c， 它 在 链 pagalo) 内 的 
系数 是 零 ， 即 对 任 一 9(0<q<a) 有 如 pasge= 0， 
AAL =0， 定 理 证 毕 。 

正如 前 面 所 说 ， 莱 夫 希 益 不 动 点 定理 是 一 个 
充分 条 件 ， 很 容易 找到 工 (f) =0 WRA f, BE 
具有 不 动 点 。 例 如 取 三 角形 的 边界 复 形 K = (a, 
yy ay (Go 0D (Qty O1), 《04500}， 并 取 f: EI 
— IKI 为 恒 等 映射 ， 了 显 然 是 单纯 映射 ， 在 给 
出 K 的 单 形 的 定 移 后 ， 即 可 知 tfe=3, tfi=3, 
因而 (有 =(-D%31《-1) 3=0, RIK] 
药 每 一 个 点 都 是 f 的 不 动 点 。 


2， 莱 夫 希 效 定 理 的 推论 和 推广 


上 节 引 入 的 多 面体 自 喘 射 的 莱 夫 希 兹 数 有 一 
个 与 欧 拉 示 性 数 相关 的 几何 解释， 在 第 三 部 分 第 
5 节 中 说 过 ， 复 形 下 的 欧 拉 示 性 定义 为 


din 
WK) =3) C Da 


pe 


中 a 是 复 形 K 中 9 维 单 形 的 个 数 ， 若 取 恒 等 
BA id: |K| 一 > SK], WE fiaa = ov， 因而 得 
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dimk 
出 对 恒 等 映 射 有 Ld) =) 《(- tide, = 


ry 


bid =} Dasz (K), 也 就 
是 说 ， 多 面体 K| 的 便 等 映射 记 的 菜 夫 希 北 数 等 
丁 复 形 长 的 欧 拉 示 性 数 ， 根 据 这 一 儿 何 意义 ， 我 
们 立即 可 得 到 莱 夫 希 兹 定理 的 如 下 推论 ， 

He PATEK WIKRE acy (50, 
与 区 | 到 四 身 的 恒 等 映 射 同 伦 的 任 一 映射 了 区 | 
一 > | 区 | 必 具 有 不 动 点 。 

证 明 ”由 于 映射 的 莱 夫 希 兹 数 是 同 伦 不 E 
的 ， 据 假设 ?二 座 ， 内 而 有 LL(f) = Ld) = x(K) 
兴 0， 由 汪 夫 希 兹 定 还 就 得 出 映射 具有 不 动 点 。 

AOR NORMS AHRS, it 
f 是 SIN ABU, H 了 将 8 的 任 一 点 都 不 
映 到 它 的 对 径 点 ， 则 对 每 一 点 zxE 5 和 它 的 象 点 
了 x)， 可 以 用 唯一 的 一 条 大 阅 劣 弧 ( 记 为 J(7)%%) 
联结 它们 ， 车 以 ORRI JOX 的 长 度 ， 将 
每 一 了 (x) 沿 其 大 加 于 接 -DIO Ez, 
其 中 0<<t<1， 则 这 一 移动 过 程 正 是 描述 了 映射 
了 到 球面 的 全 等 映射 的 同 伦 ， 即 了 =: 这。 由 于 球 
面 的 欧 拉 示 性 数 《(S?) = 20 ( 球 画 5: 的 欧 拉 示 


Pa 
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性 数 等 于 四 面体 表面 的 欧 拉 示 性 数 ， 后 者 是 凸 多 
面体 的 表面 ， 故 由 欧 拉 定理 可 知 其 示 性 数 为 2》， 
从 而 由 推论 1 可知 了 必 具 有 不 动 点 ， 即 我 们 得 出 
了 如 下 结果 ， 著 映射 万 S 一 >S” 将 S 的 任 一 点 
的 不 映 为 其 对 径 点 , 则 了 具有 不 动 点 ， 这 一 结果 我 
们 已 在 第 二 部 分 第 3 节 中 用 向 量 场 的 方法 予以 证 
明 ， 那 里 使 用 了 “发 球 定理 ”。 此 结果 也 可 写成 下 
面 的 形式 :对 球面 S 的 任 一 自 映 射 了 , 则 或 者 了 至 
DES 的 某 一 点 映 成 对 径 点 ， 或 者 了 至 少 使 8 的 
某 一 点 保持 不 动 。 由 此 可 知 ， 球 面 到 自身 的 任 一 
较 小 的 变动 都 具有 不 动 点 。 例 如 ， 将 球面 依次 线 
于 条 直径 作 旋转 ， 每 次 的 转动 角 都 不 超过 10” , 
则 此 球面 经 过 这 连续 十 次 转动 后 ， 至 少 有 一 个 不 
动 点 ,因为 此 时 任 … 点 都 不 可 能 变 到 它 的 对 径 点 。 

可 以 证 明 ， 上 述 结 果 对 ?为 偶数 时 的 球面 Sr 
同样 成 立 ， 也 就 是 说 ， 著 ?为 偶数 ，f 是 S" 到 
自身 的 任 一 自 映 射 ， 它 使 S" 的 每 一 点 都 不 瞎 为 其 
HAR, W RERA. . 

MERA BRB AEREN E NARRE 
ANA iE, 

推论 2 ”如 果 复 形 尼 的 有 理 同 调 群 与 一 点 的 


BAREH, RER 蕊 Cr@) of oe 
>P 
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NK 具有 不 动 点 性 质 。 特 别 当 取 KEFA 
球 B" 时 ， 即 为 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 。 

证 明 设 了 了 是 区 | 到 自身 的 任 一 自 映射 ， 
任 到 五 的 一 个 顶点 Q， 由 于 HK Q=Q, KK 
直道 路 连通 的 ， 因 而 任意 两 个 项 点 都 是 同调 的 ， 
即 有 faa = Ca]， 从 而 得 到 如 fs = 1 RA 
WHK, Q) =0, p+0, FL 加 fs = 0(p 生 0)， 
这 样 FRA AMM Lf) =1%0, HE52 
了 具有 不 动 点 。 由 于 f 是 |K| 的 任 一 (连续 ) 自 
BY, Ait |Ki 具有 不 动 点 性 质 。 

RIK] 同 胚 于 闭 球 玉 时 ， 我 们 可 类 似 于 对 
B' 那 样 证 明 H,(B"; @) 和 <@，H,(B";@) =0(p 
0)， 由 于 辕 调 群 在 同 胚 呐 射 下 是 不 变 的 ， 因 此 根 
据 本 推论 前 半 部 分 的 结论 ， 可 知 |K| ， 特 别 是 Be 
本 身 具有 不 动 点 性 质 ， 这 就 是 布 劳 威 尔 不 动 点 定 
理 、 

根据 这 一 扒 论 ， 我 们 还 可 以 说 明 射 影 平面 P* 
具有 不 动 点 性 质 ， 在 第 三 部 分 第 5 节 中 已 经 指 
出 ， 忆 的 整 间 调 群 为 

H P’) =Z, H, (p SZ, Hp) = 0(g> 1) 

这 就 是 说 ， 疡 的 0 By 1, ERRE 
数 都 是 0 ， 于 是 根据 定理 5.1 可 知 射影 平面 的 有 
RAHA 
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H (P,Q) =@, HEQ =0 (qx0) 
这 样 Pp 与 一 点 有 向 构 的 有 理 同 调 群 ， 根据 推论 2 
就 可 知 射影 平面 P 具 有 不 动 点 性质 。 实 际 上 可 以 
证 明 这 一 结论 对 任意 的 偶数 维 射影 空间 者 成 立 ， 
也 就 是 说 ， 车 % 为 偶数 , 则 % 维 射影 空间 P" 具有 不 
BAR 

SEI TG MEAS HG SE BBE SE T1923 H 
先 提出 和 证 明 的 ， 但 当时 仅 对 一 部 分 多 面体 证 明 
定理 是 对 的 ， 后 来 在 1939 年 由 埠 表 证 明了 此 定理 
对 所 有 的 多 面体 都 成 立 ，1930 年 莱 夫 希 普 又 将 此 
定理 推广 到 比 多 面体 更 广 的 一 类 拓扑 空间 一 一 紧 
致 的 绝对 邻 域 收缩 核 ， 即 得 出 了 下 述 定 理 . 

定理 5.8 PX RRB ay, 
BBY f:X—>-XW RRR L0, WE 
个 同 伦 于 了 的 映射 都 具有 不 动 点 。 

所 谓 邻 域 收缩 核 是 这 样 定义 的 ， 设 入 是 空间 
关 的 一 个 子 集 ， 著 存在 了 的 含 入 的 开 子 集 口 和 可 
到 4 上 的 保 核 收缩 ， 则 称 入 为 六 的 邻 域 收缩 核 。 
渤 一 个 紧 致 的 度量 宝 间 入 满足 下 列 条 件 ， 则 称 次 
为 紧 致 的 绝对 邻 域 收 缩 核 ， 若 4 是 可 分 度量 空间 
YF SH, HARMRTX, WARY KERE 
缩 核 。 

ERB WA SER ET RB 
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间 成 立 ， 然 而 K. Borsuk 在 1935 年 找 出 了 一 个 
反例 说 明了 这 一 预言 并 不 成 立 。 LU, RAK 
定理 又 有 一 些 推广 ， 例 如 可 网 Leray 的 5C192， 
Browder 的 [20]，Knill 的 [21] 和 Granas 的 
[223 等 。 ` 


3. 不 动 点 个 数 问题 和 尼尔森 数 


上 上 面 我 们 已 经 讨论 了 自 喘 射 的 不 动 点 存在 问 
题 ， 尽 管 问题 没有 完全 解决 ， 也 就 是 说 没有 得 到 
自 映射 存在 不 动 点 的 充 要 条 件 ， 但 必 竟 得 到 了 一 
些 充分 条 件 。 特 别 是 本 章 所 说 的 莱 夫 希 效 不 动 点 
定理 ， 它 在 理论 上 和 实用 上 都 是 极 有 价值 的 。 当 
然 人 们 紧 接着 就 会 提出 一 个 颇 感 兴趣 的 问题 ， 若 
BU 到 一 >X 具 有 不 动 点 ， 能 否 知 道 PAIL 
不 动 点 呢 ? 求 不 动 点 的 个 数 问 题 ， 对 一 些 很 简单 
的 自 映 射 可 以 通过 讨论 方程 x= fle), «eX 的 
解 的 个 数 来 解决 ， 如 下 面 要 说 到 的 圆 闭 8 NEE 
映射 ， 但 一 般 说 来 不 动 点 的 个 数 是 难以 确定 的 ， 
因而 通常 研究 同 伦 自身 射 的 不 动 点 个 数 的 下 界 ， 
在 这 方面 我 国 数学 家 做 了 不 少 工作 ， 取 得 了 令 人 
EERE. 
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我 们 首先 观察 圆周 8S 上 的 一 种 特殊 自 映射 
一 一 整 等 映射。 圆周 可 表示 成 

S={z|jz] =D R S= fe |scl}, 
其 中 z 是 复数 ，s BRM, t=/-T, T=00, 
切 。8& 的 最 简单 但 具有 典型 意义 的 自 映射 是 整 轩 
映射 

fiss, z-—z", ZES 或 eri 

emi, sel 

其 中 % 是 给 定 的 整数 显然 和 是 常 值 映射 ， 即 将 
号 的 所 有 点 都 映 为 复 平面 上 的 点 1， 下 TR 
H. SUH 有 非常 直观 前 几何 形象 ， 若 取 
北 时 针 方 向 为 的 正 向 ， 则 当 ?2>0 Rt, BRAS, 
是 将 S 上 的 点 均匀 地 洪 S HEN, RAE 
一 根 绕 在 8S 上 的 橡皮 筋 拉 长 后 的 均匀 地 沿 原 来 的 
HRANE, 当 ?<0 时 ， 则 沿 S 的 反 向 均匀 地 绕 
In| HA 

BAHT, BOF 的 菜 
REBAR LG) = 1-2, 

我 们 给 出 当 n=3 时 上 述 结论 的 一 个 直观 计 
算 , 先 将 复 平面 上 圆周 8 Rings so} AR 
时 针 方 向 依次 记 为 Oy = 1 9 …，Gr-o An = Oey 
如 将 每 段 圆 弧 看 成 站 线段， 网 信 被 谢 分 为 复 形 S 


= {ay es Annir AA, ty Eni}, FE EE BE 
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M QiQin 分 成 于 等 分 ， 分 点 依次 记 为 Ga = Go 
Diy s Qina Cin = Gis X ERAÉ S = 
{Goes Ses Donnas Gios ty Ginas Go 
Alos Gu-n- Con} 《如 图 5,2) ， 则 复 形 S 
与 S' 的 多 面体 是 相同 的 ， 即 |S| = Sl ES 
EEAS 的 链 群 的 链 映射 g: 


Q, =@on 


GCG) = ab $=0, es n-i, 
GiGi = Ajay +O; Gin t + Ainii 
i=0, e, Rl 


再 作 fai S= |S] 的 单纯 迫近 pg: S] 一 > 
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ISI 如下， 

Plai) = Ci 7,7=0, +, N-11 

Pillit) = ljas 1, 720, >, n-1 
于 是 由 映射 fA SAAR SB Ga 
Profr k=0,1, 

这 样 我 们 就 可 计算 迹 数 tr (pxegr)。 对 0 维 
单 形 41, (Gi) =a, Pali) = Palla) =A, AE 
SUE gogi BARB AS, MA tiog) 
= 1, 对 每 个 1 维 单 形 daia ES, p, 99, (iai) 
=P, (Aulia er Aiat Hainin) = AG, + 
GA, t + dy dey Ai tpg.) sn. 于 是 得 
BERB f,:S-—S HIER ARH 


f 
LD =D) CDi (geege) =1-n 


对 ?%<3 完 全 可 作 类 似 的 计算 。 

因而 当 nA, fa RARER 1-? 不 
STO, KL BAAR As n=1 时 ，f 是 恒 
等 映射 ，S 的 所 有 点 都 是 不 动 点 。 若 对 映射 记忆 
X, UPD 了 的 不 动 点 的 REA, O 
表示 SHR RN, BOC) 的 元 素 个 数 、 
WRK RBH 了 的 DG APOC), 
首先 显然 有 多 Cf) = S， 其 次 对 nx1,， OG) 是 
下 面 方程 的 解 : 
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z=2", z=1 
即 是 方程 zai, [el =1 的 解 ， 因 而 得 出 不 动 
点 的 集合 

Pf) = {2-8 ,r=0, 1, 1 本 -全 


ER N-n PK, BMAD NRA ANAA 
Pfa = 由- 训 。 这 是- 刘 个 不 动 点 恰好 是 S 
LAA z*1 开 始 的 上 LE- 叫 个 等 分 点 《图 5,3)。 
特别 如 和 刀 都 只 有 一 个 不 动 点 21, WHC) 
=@(f)={2=1}, BABE REN 的 示意 图 
其 中 横 轴 上 的 定义 域 图 周 & 的 两 个 端点 0,0 
应 是 粘 合 的 ， 纵 辅 上 值 域 3 的 端点 D,D” 也 是 粘 
合 的 ) ， 它 表示 了 映射 fa 的 不 动 点 的 个 数 和 位 


Ya 


=e 


Jar 


图 5.3 
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置 ， 即 图 象 与 对 角 线 的 交点 是 如 的 不 动 点 ， 如 在 
图 (1) n= -2 中 ,点 O”=O、 有 4 和 B 是 映射 
于， 的 三 个 不 动 点 。 


o o 
B, 
S $| 
o s 0 0 S o 


Qaan 5238 =0 


o o" 
o s a o s o 


(Dal (4n =3 


图 5.4 


> BRS we TUS HERRA fa 
RAAT, WER TRA, TREH 
果 都 是 基于 方程 2-2", z| =1 的 可 解 性 。 然 
而 对 于 圆周 8 的 一 般 自 映射 JS- 一 >5 和 一 般 多 
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面体 的 自 映 射 疡 到 -一 > 刁 ， 通 常 无 从 通过 解 方程 
Zz=f(z)，|zj =1 和 和 w=f(X), XEX 来 求 得 喘 
SIRT RR OP MAB APR POCA) ,为 
TRR-MARH 盛开 一 > 发 的 不 动 点 个 数 ， 我 
HKD TBR fa BAS 的 一 般 自 映射 天 
5S 一 >5 的 一 些 性 质 ， 以 期 得 到 启发 。 


r A 
HA T 


《3) 
图 5.5 
图 5.5 表示 了 圆周 人 S 的 儿 个 一 般 自 映射 ， 一 
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般 说 来 不 动 点 可 分 两 种 类 型 ， 一 类 是 孤立 不 动 
点 ， 即 这 种 不 动 点 存在 一 个 邻 域 ， 在 此 邻 域内 不 
再 有 其 他 不 动 点 ， 如 图 5.4 (1) 中 的 O, ALB, 
(2) HOM C4) 中 的 CO、C 等 ， 另 一 类 是 非 
孤立 的 不 动 点 ， 如 图 5,4 《3》 中 的 不 动 点 和 图 
5.5 (3) 中 线段 N bapa A, SOR 
S 的 自 映射 的 孤立 不 动 点 ， 它 们 又 可 分 成 三 种 ， 
一 种 如 图 5.4《〈《1 ) 中 的 点 4.B 和 图 5.5〈《1) 中 
的 点 ， 它 们 的 特点 是 在 不 动 点 处 由 自 变 量 点 追 
过 了 象 点 ， 第 二 种 如 图 5 ,4 《4) 中 的 点 OC 
和 图 5.5 《1》 中 的 点 DD.F， 它 们 是 在 不 动 点 
处 象 点 追 过 了 自 变量 点 ， 第 三 种 如 图 5.5 C2) 
中 的 G 和 各“3) 中 的 点 K， 象 点 和 自 变量 点 谁 也 
没有 和 追 过 谁 。 我 们 希望 能 用 数量 来 区 别 这 三 种 孤 
立 不 动 点 ， 为 此 可 引入 不 动 点 指数 的 梳 念 ， 

定义 Bz E f:S 一 >S 的 孤立 不 动 点 ， 它 
的 指数 记 作 U2), BMW 

+ AZE 2A RA FO 
Df 2) =) -LRA EZ MINA z 
0, Æ 2 处 z 与 象 点 互相 都 未 
追 过 。 

在 图 5 .4 和 图 5 。5 中 ， 不 动 点 4、.B、 召 

的 指数 是 + 1, 点 CD. 了 等 的 指数 等 于 - 1， 点 G、 
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KERAS 0, 4 nAi, BERRYN fA l- 
nL SEARS, FARI ARR Esga 
-n) (sign 是 符 导 函数 ) ， 各 不 动 点 的 指数 和 
等 于 1 -4%， 愉 好 等 于 映射 f 的 菜 夫 希 效 数 。 

车 fiS 一 >S 只 有 孤立 不 动 点 ， 从 而 只 有 有 
限 个 不 动 点 ， 所 有 不 动 点 的 指数 的 和 称 为 喘 射 了 
的 不 动 点 指数 和 . 

车 映射 天 SS 一 >S 的 不 动 点 不 全 是 狐 立 的 ， 
SBS BON 了 和 图 5.5《 3 》 中 的 映射 ， 则 定义 
不 动 点 指数 和 就 得 另 想 别 法 ， 对 便 等 映射 J 中， 如 
7S AWN 9， 它 将 S 的 每 一 点 绕 贺 心 作 很 小 
的 旋转 ， 风 映射 LAETI, Hg 没有 非 孤立 不 
IR (RRE 9 没有 不 动 点 ) ， 它 的 不 动 点 指数 
和 是 0. 对 图 5.5 (3) PRB 厅 上 的 非 孤立 
不 动 点 ， 如 在 I.J 附 近 分 别 到 点 地 ,以 PIRE 
N, WEBNS RN, Be I 这 一 段 具 
留 下 一 个 孤立 不 动 点 .显然 这 是 一 种 迫近 思想 ， 
我 们 将 这 人 迫近 思想 用 术语 表达 如 下 。 

定义 设 f:S—S, e>0 是 任意 给 定 的 充 
分 小 的 正 数 ， 若 存在 映射 9:S 一 ->S， 使 fH, 
=f, 了 =9， 且 对 所 有 161 有 

dfl), FD) <E, ZES 
其 中 f(2=HG,2), NEJE 的 一 个 * 逼 近 。 
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AAA RAIA HED F E EM 

定理 5.4 设 是 圆周 S 的 自 映射 ， 则 对 任 
给 充分 小 的 e>0， 存 在 f 的 迫近 g, 使 9 只 
AMARIA. 

基于 这 一 定理 ， 对 任 一 映射 fiS—S, 4E 
取 充 分 小 的 se>0， 设 9 是 fil eH, ARAM 
立 不 动 点 ， 则 称 g 的 不 动 点 指数 和 为 映射 了 的 不 
动 点 指数 和 。 

容易 发 现 ， 两 个 同 伦 的 映射 于 ,9:S 一 >S 的 
不 动 点 个 数 未 必 相 等 ， 即 使 f 和 ORR A MILA 
动 点 时 也 是 如 此 ， 如 图 5 ,5 FRSA 
EF fo 但 f, 有 2 个 不 动 点 ， 而 图 5.5 中 1) 
有 4 个 不 动 点 ， (2 ) 有 3 个 ，(3) 有 无 穷 多 
个 .研究 每 个 自 映射 的 不 动 点 的 个 数 是 困难 的 ， 
因而 我 们 转 而 这 样 来 考虑 问题 ， 著 了 是 一 个 自 映 
射 ， 所 有 与 7 局 伦 的 映射 构成 的 集合 称 为 所 属 
的 映射 类 ， 记 为 《人 ， 我 们 要 研究 映射 类 (的 最 
少 不 动 点 个 数 ， 即 COP =f) 的 下 界 ， 记 
WOK), . 

对 于 多 面体， 车 口 是 入 的 一 个 开 集 ， 且 映 
射 疡 OU 一 > 在 台中 的 不 动 点 的 集合 是 紧 致 的 。 
则 可 以 定义 一 个 整数 VSU), Hew fE Us 
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不 动 点 指数 “， 它 具有 以 下 狂 质 ， 
r 向 伦 不 变性 : # faux, a U 


rer 


PODERA, 
BU) =V fU) 


2 ”可 加 性 :车 如 ,DU, 是 口 的 两 个 互 不 相交 
的 并 子 集 ， 了 在 口中 的 不 动 点 集 是 紧 致 和 的， 县 f 
在 U-UUUD ERA, W 

v(f,U) =v(f, Up +vy(f,U,) 

3” 间 位 性 ， 车 f 将 口 映 成 口中 的 一 点 ， 则 

vf,U)=1 

可 以 证 明 ， 不 动 点 指数 在 满足 上 述 三 个 性 质 
的 条 件 下 是 唯一 的 。 不 动 点 指数 2(f,U) 还 具有 
下 列 性 质 : 


4° Mit E fiX——XESHRXK K 
BON, I 
vf X) =Lf) 
其 中 LPB BRM 的 莱 夫 希 兹 数 。 
5 ”不 动 点 存在 的 充分 条 件 ， 若 uf, UA 
0, 则 在 U0 中 至 少 有 一 个 不 动 点 。 


* 不 动 点 指数 Dt,D) 的 定义 可 见 江汉 钵 C2 RR D, 
SRP. Brown (237 的 第 多 总， 
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NP HAX MAB [XH XW KS AH 
OCF) 可 以 用 下 述 方法 进行 分 类 : 设 X。 和 Xx， 是 
了 的 两 个 不 动 点 ， 若 存在 从 % 到 x HERC, 
使 道路 foc 满足 {fec} = {c}， 则 称 不 动 点 x, 和 
x 是 了 等 价 的 ， 其 中 {c} 表 示 记 有 与 “ 有 相同 
起 终点 的 道路 同 伦 类 ， 显 然 /等 价 是 一 个 等 价 关 
系 ， 在 这 等 价 关系 下 不 动 点 集 OD 被 分 成 的 等 
价 类 称 为 了 的 不 动 点 类 。 例如， 对 圆周 中 ER 
BON AMAD 而 言 ， 它 的 每 个 不 动 点 都 自 成 一 
类 ， 妈 任意 两 个 不 动 点 都 不 是 等 价 的 ， 而 在 图 
5.5《1) P, RIAD E 和 下 在 网 一 个 不 动 点 
eh, MDM E, KDH SIRERE We 
Bec, MMLRAAM DBE, 风 foc 也 是 从 
DIE HM, EMME RB HKD’ 出 发 ， 跑 
过 E" 直 到 P" 后 骨折 问 到 8B"， BRfec~c, Hi 
{fee} = {ec}, 

可 以 证 明 ， 多 面体 下 的 自 映射 JX 一 >X 具 
有 有 限 多 个 不 动 点 类 ， 记 为 PF, (当然 它 
们 是 互 不 相交 的 ) ,这 样 了 Da RRO AR 
RBA DMF: OC =P Ue UR n. 对 
于 每 个 不 动 点 类 BF;， 存 在 瑟 的 开 集 Qi， 使 Pic 
U., BUA ENO CD = Fi, HU; 的 指数 为 不 

” 动 点 类 了 ;的 指数 ， 记 作 Vp =0,U). AB 
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AB FB TE AP a, UF) RU, 
的 取 法 无 关 ， 只 要 口 ,满足 条 件 FiCUi 和 U; WA 
UENF, 
WLM HA F:X— aX 的 不 动 点 
RP, HVE) AO, WHR MBE BAR, 
E 2(F) =0， 则 称 F 是 非 本 质 的 ，f:X 一 > 区 的 
本 质 不 动 点 类 的 个 数 称 为 映射 7 的 尼尔森 数 ， 记 
END. BARRE TENER, MEEN 
证 明 它 在 同 伦 下 是 不 变 的 ， 即 趣 果 jag X — 
X, WAAN =N. 根据 这 一 性 质 ， 再 利 
用 上 面 的 不 动 点 存在 的 充分 条 件 5”， 则 可 得 
定理 5.5《 尼 尔 森 不 动 点 定理 ) BMS 
PX AYE FRB iXX BAH 同 伦 的 两 
射 都 至 少 有 (用 个 不 同 的 不 动 点 ， 即 * 四 (( 凡 ) > 
NH. 
OPA TE Ei 2 Tg A AY AT fi ak wes 
的 最 少 不 动 点 个 数 的 问题 ， 就 转化 为 求 这 映射 的 
尼尔森 数 闻 题 ， 求 尼尔森 数 的 问题 已 超出 了 这 本 
小 般 子 的 范 团 ， 但 我 们 指出 这 个 问题 至 今 远 未 租 
决 ,在 1962 年 以 前 所 得 结果 甚 微 ,1964 年 我 国 数学 
家 姜 伯 驹 首先 在 这 分 而 取得 了 突破 ， 他 在 特定 条 
件 下 计算 出 了 尼尔森 数 ， 这 特定 条 件 已 包括 了 多 
面体 是 李 群 的 情况 。 以 后 石 根 华 和 姜 伯 驹 又 研究 、 
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了 在 什么 情况 下 映射 类 的 最 少 不 动 点 个 数 可 以 达 
到 尼尔森 数 ， 得 到 了 很 好 的 结果 ， 他 们 的 工作 可 
厚 [24]，[25]，[263 等 。 


六 进一步 的 结果 
和 应 用 
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这 一 部 分 我 们 将 介绍 布 劳 威 尔 不 动 点 定 盟 的 
较 新 进展 .一 般 不 加 证 明 ,只 作 一 些 科 单 的 评述 。 
从 中 可 见 ， 一 项 优秀 的 数学 工作 具有 何等 强大 的 
生命 力 ， 数 学 的 各 个 分 支 又 是 怎样 的 和 谐 和 统 


1. 拓扑 度 的 理论 


Hih (Topological Degree) 是 一 门 RE 
兴趣 的 理论 ， 近 年 来 在 非 线性 分 析 上 起 着 巨大 的 
EH. 我们 分 几 点 来 介绍 。 

CL) 代数 拓扑 中 前 布 劳 威 尔 度 。 对 ?>>1， 
S&F RS BS 的 连续 映射 。 第 三 部 分 中 已 知道 
nt 1 维 空间 中 的 单位 球 S" 有 n 个 间 调 群 ， 最 后 一 
个 同调 群 五 ,CS”) 总 是 同 构 于 整数 群 Z。 现 在 f 是 
S AS 的 连续 映射 ， 在 第 三 部 分 的 最 后 曾 经 指 
出 ， 它 可 以 诱导 出 一 个 同调 群 间 的 间 态 映射 fa, 
特别 应 是 HS") 到 H, (S*) 的 一 个 同 态 。 但 
AAS) 22, UMM fet ZO 2 的 同 态 ， 选 取 
Z 的 生成 元 1 ,那么 必 有 加 (1)=G.J， 这 里 dA 
某 整 数 ， 可 以 是 笠 的 也 可 以 是 负 的 ， 或 者 是 0 ， 
过 然 ， 这 个 志 完 全 决定 了 这 个 同 态 ” 它 不 依赖 于 
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生成 元 的 选取 。 事 实 上 ，2Z 还 有 另 一 个 生成 元 
- 1A fe -D=- fa = -de1ad-(-1), 
因此 我 们 有 如 下 的 定义 。 

BM MARKED S” 到 5S" 的 连续 映射 了 的 
度 是 一 个 整数 aC), E fea ade, 
He 是 HH.(S") 的 生成 元 。 

n=, VLA SRT ARR 
部 分 中 S: 上 的 绕 数 ， KRESS 的 映射 Ti8S Be 
TULA, Blin 2E S'- 一 >2*E S, EHE A hw 
?。 由 定义 容易 者 出 SS 的 恒 等 映射 T 有 
dQ) =1， 而 常 值 映射 有 Gd(c) = 0。 

度 反 映 了 喘 射 的 整体 性 态 ， 例 如 

定理 8.1 车 了 是 S"->S" 的 连续 映射 且 
ad P*(-D™, WIARDA 

证 这 可 由 菜 夫 希 阔 不 动 点 定理 得 出 结论 。 
设 Lf) 为 莱 夫 希 慈 数 。 我 们 已 知 ，S? 的 同调 详 
Hi(S) 当 i0,n 时 均 为 0， 而 HS) 是 一 维 
的 线性 空间 。 所 以 Lf) =14+¢- pdf), mre 
有 不 动 点 ， 则 由 莱 夫 着 慈 定理 知 L =0, W 
a= Iy BE DACO D 保证 了 了 
的 不 动 点 存在 

C2) 分 析 学 基础 上 的 布 劳 威 尔 度 理论 。 

上 上 而 已 提 烈 布 劳 威 尔 度 的 概念 起 涛 于 代数 所 
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扑 学 中 的 同调 群 理论 ， 并 和 不 动 点 有 密切 关系。 
因此 拓 朴 产 理 论 原 属 代数 拓 相 学 范围 。 但 由 50 年 
代 以 起 ， 拓 扑 度 在 分 析 学 中 的 应 用 越 来 越 广泛 ， 
并 形成 非 线性 泛 函 分 析 中 的 基本 工具 。 为 了 便于 
分 析 学 家 掌握 这 一 工具 .许多 数学 家 将 整个 理论 
重新 建立 在 分 析 学 的 基础 上 。 这 一 段 我 们 来 简单 
介绍 分 析 学 基础 上 的 布 劳 威 尔 度 理论 。 

HOE RA RSE MAAR, JOE 
TAR 中 前 连续 映射 ， 在 9 上 可 微 。 Ji(x) = 
det (2z)| 为 了 在 点 x 的 Jacobi 行列 式 ， 如 
J) 40, Fay 了 的 正则 点 = fx) 为 了 的 正 
MED. BUC) = 0, 称 xz 为 了 的 临界 点 。 全 体 痢 界 
点 所 成 集合 Z 称 为 f 的 临界 集 。 当 XEZH 时 ，P = 
JORJ 的 临界 值 。 

我 们 设法 对 这 种 了 定义 折 杆 度 。 deg (f, 
A, p), 

首先 考察 当 pPE R\ CF@) 了 (309)) 的 情形 ， 
即 ?B 不 是 临界 什 ， 甚 原 象 也 不 在 只 的 边界 上 。 这 
时 我 们 有 ; 

引 理 1 f, Q, PWEREX, M FME 
One RR, 

证 因 了 连续 ，{2} BAR. 其 原 象 集 
DBE IDO, OB RR, % 
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FD 也 是 紧 集 。 WHERARK, WEAR 
RCH), APTEKA, Mord 了 的 
EMA, M aA, TE 了 在 P 有 连续 反馈 
数 ， 即 7 将 是 %* 的 一 个 邻 域 避 和 Pp 的 一 个 邻 域 
VARER, MUMV 之 癌 是 一 对 一 的 ， 这 和 
2 是 三 (D) 的 聚 点 相 矛 盾 ， 

这 样 ,我 们 对 PE RN CZ) Uf) 可 以 
定义 


degt, 2, p = BD signe 


tells) 
这 是 一 个 有 限 整 数 . 
为 了 将 这 一 定义 推广 到 一 般 的 连续 映射 和 了 
为 临界 值 的 情形 ， 我 们 可 以 将 deg, 2，B) 写 
成 积分 形式 


deg, 2, p =| pfa Sends 
} 


Rh p Rep ea ARE I AI 0, 
Alw@dy=1 的 男 数 。 然 后 用 一 系列 技巧 ， 证 
胃 此 积分 值 与 凶 的 选取 无 关 ， 不 必要 求 BE FO, 
此 积分 亦 能 存在 ， 而 县 当 用 二 阶 连续 可 微 函 数 g 
BELEM 了 到 一 定 精度 时 (小 于 Pp 到 f(60) 
的 距离 ) 值 deg(g, 9，p) 不 变 。 于 是 可 以 得 到 
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. 定义 GBR BS COLMA, pef 
(898)， 则 定义 了 的 布 劳 威 尔 度 为 
deg(f, 2, p) =deg(g, Q,p) 
其 中 9 一 阶 连 续 可 微 49- 了 llew <distep, 
FCGQ)), WeAb dist(a, M) 表示 点 a 到 集邮 的 
距离 。 
布 劳 威 尔 度 具有 以 下 四 条 基本 性 质 
L REREH: Bf 2x [50,1 一 >R", 对 
任何 t€00, 1, 6G, D 二 阶 连续 可 微 ， 车 
PEG(OQxL0,13) M deg, D, A, p 是 
常数 。 
2， 平 移 不 变性 ， deg(j，2，2) =deg(f- 
P, 9, 9), 
3. RRM, BO, CMBR 
集 且 互 不 相交 ， VE FONC,UM)), 则 
deg(f 2, p)=deg(f, Q, p)+deg¢f, 
2, P) 
4。 规 范 性 ， 记 记 为 恒 等 映 射 
deg(id, 2, p) = {i pee 
0 p¢0 
以 上 四 条 性 质 也 唯一 地 决定 了 布 劳 威 尔 度 。 
运用 布 劳 威 尔 度 的 这 四 条 性 质 ， 可 以 证 明 布 
劳 威 尔 不 动 点 定理 。 
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定理 6,2 。( 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ) WD 
是 n 维 欧 氏 空间 Re 中 的 闭 单位 球 ，f 是 万 到 Dr 的 
连续 映射 ， 则 必 有 XED"， 使 (x) =r, 

证 明 考察 天 = id- tf, tECO 12, 4% 
t=0 时 f.=éd,t=int f=id-f, 我 们 只 须 证 Re 
中 替 元 素 OM BR FO IRS, By ee ft 
Co, OD fC) -外 亦 即 (id — fy x) = 0, 这 意味 
着 -f(x) =0, P x= 有 (x)。 

因 f.(3D") 不 含 6， 所 以 由 同 伦 不 变性 可 知 
deg(j,, D", 9) =deg(id, D", 0) =1 
(规范 性 ) 

下 面 我 们 引用 区 域 可 加 性 的 一 个 推论 ， 对 任 
何 空 集 上 连续 映射 f desc, p P =0。 这 只 
须 在 区 域 可 加 性 中 令 N, Quy 2, 均 为 空 集 ， 得 
到 deg(f, $, p)=deg(f, $, Pp)+deg(f, g, 
了 )， 这 只 有 在 deg, 4, O=0 JERE. 

将 区 域 可 加 性 用 于 fo =D, 2,=2,=4, 
则 当 Dé FO\CO,UR) ot, Meet 时 ， 
有 1=deg(f,, D”, 6) =deg (fa $, 0) +deg 

(fu $, 6) =0 
这 个 矛盾 来 源 于 CCID 。 因 此 必须 有 
96h, DD, MAP OD ARS, BRET 
Fhe MED fry = Gd- Nay =0, M w= 
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f@), 

这 样 通 过 布 劳 威 尔 度 又 回 到 了 布 劳 威 尔 不 动 
点 定理 。 但 是 布 劳 威 尔 度 的 用 处 更 为 广泛 ， 威 力 
WHAT. 

(3) 勒 瑞 一 当 德 尔 度 CLeray-Schauder 
Degree) 

分 析 中 遇 到 的 连续 映射 一 般 是 在 无 穷 维 空间 
上 的 、 例 如 定义 在 连续 汞 数 空间 CCa， 上 g 上 的 积 
分 算 子 ， 定 义 在 n 阶 连续 可 微 函 数 空间 CCa, 5 
中 的 微分 算 子 等 都 是 。 因 此 我 们 希望 将 RB". 上 f 的 
布 劳 威 尔 度 推广 到 无 穷 维 空间 上 的 勒 瑞 一 肖 德 尔 
度 。 

然而 ， 要 想 在 无 穷 维 空间 上 对 任意 连续 映射 
都 定义 有 交 伦 不 变性 ,平移 不 变性 .区域 可 加 性 和 
规范 性 的 度 是 不 可 能 的 。 如 这 可 以 那么 ， 布 劳 
威 尔 不 动 点 定理 就 将 成 立 。 然 而 下 列 例子 说 明 那 
是 不 可 能 的 。 


B BP festa] I xf =X “< 


o) , 设 f 定 义 在 阿 单位 球 吾 上 ,使 XE 吾 对 应 


KOs Vi- 有 x， te Xa e, 显然 是 
连续 的 但 它 没 有 不 动 点 。 不 然 的 话 , 设 x*+ cB, 
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zx* = 了 CX*) ， 但 对 任何 x, [fOD =, % 
Well = fae) | =1, 但 是 车 记 et = Oe, 
Xt, +) Met = fet) 意味 着 STH Yee P= 


By IE LEAT My ey yh ay oe 


Re aay = = 但 了 ey 
一 ， 


=) wr)'<o0, 这 只 有 Xs*=0， 妈 xX* =O, 这 


和 jell =1 了 矛盾 

这 个 例子 表明 ， 要 对 任意 过 续 函 数 攻 定义 一 
个 度 是 不 现实 的 ， 只 能 进而 求 其 次 ， 加 一 些 紧 性 
的 要 求 。 这 正如 第 四 部 分 在 处 理 肖 德 外 不 动 点 
时 ， 要 对 喘 射 加 紧 性 一 拌 。 乌 下 我 们 给 出 

定义 ( 勒 瑞 一 肖 德 尔 度 ) ” 设 XX 是 巴 拿 填空 
WORX PAHTR, KAO BX LARRY, 
& faid-K, peso, 定义 

deg(f, 2, Pp) =deg(f,, DNE,, pP) 
其 中 0<ecdist(p, JOA, f,=id-K,, Kf - 
取 值 于 有 限 维 空间 E, 的 有 限 维 连续 映射 ， 对 
PEE, 以 及 任何 ED, 9A || Kx~ Kx || <e, 

这 一 定义 的 合理 性 是 可 以 证 明 的 。 读 者 如 果 
间 ， 为 什么 要 这 样 定义 勒 瑞 一 肖 德 尔 度 ? 其 实 这 
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和 第 四 部 分 证 明 肖 德尔 不 动 点 时 的 想 法 完 全 类 
似 ， 都 是 将 紧 映 射 用 有 了 眼 维 映射 来 有 逼近 ， 当 逼近 
到 一 定 精 记 时 ， 不 动 点 不 改变 ， 折 扑 度 也 不 改 
变 ， 二 者 其 实 是 一 种 思想 ， 仅 是 处 理 途 径 不 同 而 
已 。 剩 下 的 问题 是 证 明 勤 瑞 一 肖 德 杀 诬 也 满足 。 
1” 同 伦 不 变性 ， 设 K 是 可 x C0，1) 到 和 的 
紧 映 射 ，pg (4d~K) (Ax, W deg(id 
-K, 2, p) 是 常数 。 
2° 平移 不 变性 . deg Gd- K, Q, p) = 
deg(id—-K—p, 9, 6) 
3” 区 域 可 加 性 。 HO, QCA, ANN, 
=¢, PE Gd-K)O,\(2,U9,)) :Mdegid ~ 
K, Q, p) =deg(id-K, Q,, p) +degtid-K, 
2, P). 
4° REE. 
1 pea 
0 p¢EQ 

有 了 这 四 条 性 质 ， 可 以 象 证 明 布 劳 威 尔 不 动 
点 定理 一 样 地 证 明 肖 德尔 不 动 点 定理 

定理 6.3 WK SX HMR DB HK 
Rat, WKEBY 至 少 有 一 不 动 点 。 

本 节 的 内 容 引 自 [4 ]。 有 兴趣 的 读者 可 参 
看 。 


degtid, 9, p) ={ 


184 


2, 不 动 点 的 计算 


本 书 以 前 各 部 分 讨论 的 都 是 不 动 点 的 存在 性 
和 唯一 性 问题 ， 其 证 明 方法 也 都 是 纯粹 存在 性 
的 。 这 些 定理 没有 告诉 我 们 如 何 去 求 不 动 点 ， 如 
何 给 出 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 构造 性 证 时， 一 个 
有 有 趣 的 事实 是 ， 布 劳 三 尔 提出 了 如 此 重要 的 不 动 
点 定理 ， 但 没有 给 出 构造 性 证 明 。 另 一 方面 ， 布 
劳 威 尔 义 是 直觉 主义 数学 哲学 的 创始 人 ， 按 这 种 
观点 ， 排 中 律 不 一 定 者 可靠， 反 证 法 不 一 定 有 
Rh, MARAE RA, REENT EA 
正 的 数学 。 布 劳 威 尔 在 这 样 两 个 矛盾 的 理论 中 
都 是 领导 人 物 。 当 然 这 种 矛盾 并 非 逻 辑 上 的 矛 
盾 ， 而 是 哲学 观点 上 的 不 同 ， 在 数学 家 看 来 ， 只 
要 有 其 数学 价值 ， 哲 学 观点 的 差异 就 不 VMA 
了 ， 可 以 保留 各 自 的 看 法 ， 也 允许 布 劳 威 尔 在 不 
同时 期 不 同 场合 采取 不 同 的 观点 。 

厅 动 点 的 计算 ， 历 来 是 用 和 牛顿 选 代 法 来 进行 
的 。 这 并 不 奇怪 ， 求 不 动 点 和 求 方程 的 根 并 无 什 
么 差别 ， 而 用 牛顿 选 代 法 求 根 刚 是 众所周知 的 ， 

事情 到 60 乍 代 中 期 有 了 突破 ， 美 国 耶 重大 学 
的 斯 卡 夫 首先 给 出 不 动 点 的 通 近 算法 ， 他 们 采用 
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ASS EDU MOTTE, ERRER 
性 方程 的 解 ， 到 70 年 代 中 期 ， 凯 洛 格 一 李 天 兰 一 
约克 又 取得 了 新 的 进展 ， 他 们 用 微分 拓扑 的 方法 
代替 通常 的 组 合 技巧 ， 用 光滑 曲线 歌 代 了 还 段 线 
性 . 别 开 了 新 生 面 ， 通 常 称 之 为 “连续 方法 "?。 这 
里 我 们 介绍 一 下 这 一 方法 的 诞生 经 过 及 其 基本 思 

1973 年 底 ， 马 里 兰 大 学 研究 生 李 天 岩 选 修 凯 
洛 格 的 拓扑 学 课程 。 课 上 讲 到 布 劳 威 尔 不 动 点 定 
理 ， 证 明 方 法 是 赫 希 的 方法 ,1963 年 赫 希 在 Proc。 
Amer，Math，Soc.14,364 页 上 用 一 页 篇 幅 给 出 
了 证 明 。 这 就 是 我 们 第 二 部 分 第 3 节 用 的 那 种 证 
法 ， 可 以 说 是 最 简单 的 方法 。 其 基本 思想 是 ， 如 
BORE 了 的 不 动 点 ， 则 fe) 4x, WOH 
一 射线 通过 X 必 交 边 界 上 点 9(X)，g 是 连续 的 ， 
将 单位 球 吝 内 每 点 陕 到 边界 S 《球面 上 ) 。 但 这 
是 不 可 能 的 : 单位 球 如 不 据 裂 不 可 能 编 到 边界 上 
去 ,这 一 矛盾 证 明了 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 。 

李 天 岩 昕 完 课 后 问 饥 党 烙 。 苗 希 的 思想 能 否 
用 来 对 布 劳 威 尔 定理 作 构造 性 的 证 明 昵 ? 这 是 一 
个 大 胆 的 想法 。 凯 洛 格 和 李 天 岩 进 行 了 仔细 的 讨 
论 。 他 们 检查 赫 希 的 证 明 ， 注 意 到 在 不 动 点 集合 
KE, gO ARREM, EB\K bg) TAE 
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义 。 如果 9 GH, y 是 边界 S 上 一 点 ， veg" 
《y)。 还 假定 g 在 x 的 雅 可 比例 阵 行列 式 JCX) 才 0， 
则 由 反 和 函数 定理 ，9-*(y》 是 经 过 X 的 一 小 臣 光 滑 
曲线 。 在 这 小 段 上 取 不 同 于 x 的 另 一 点 z， 则 仍 
有 9) =y， 由 2 再 重复 上 述 过 程 ， 将 有 通过 z 
的 一 小 段 曲 线 ， 这 样 一 小 段 一 小 段 开拓 出 去 ， 直 
到 不 能 开拓 之 处 ， 就 该 是 不 动 点 了 。 

这 一 想法 昌 不 错 ， 但 每 点 处 的 Te) LOM 
做 得 到 。 这 就 更 用 微分 拓扑 学 中 的 沙 德 定理 。 它 
告诉 我 们 ，S 中 那些 使 (x) = 0 的 3 所 成 之 集 其 
AEE, KEN, TASA ERRE H y JL 
平 充满 了 S ， 因 而 具体 实施 起 来 ， 成 功 的 概率 是 
1, 

李 天 岩 的 导师 约克 也 热衷 于 这 一 问题 的 讨 
论 ， 亲 自 整 理 成 文 ， 题 目 是 《 布 落 威 尔 不 动 点 定 
吾 的 构造 性 证 明 及 计算 结果 》， 刊 于 SIAM J, 
Num, Anal, 4 第 473 一 483 页 ， (1976) . 

这 一 成 果 在 数学 界 引 起 强烈 反应 。 它 将 抽象 
的 微分 拓扑 和 代数 扰 扑 方法 用 于 实际 计算 ， 开 创 
了 “整体 ”性 的 计算 数学 新 分 支 。 当 代 著 名 数学 
家 ， 非 尔 效 奖 获得 者 斯 梅 尔 也 加 入 了 这 一 行 烈 ， 
创 冰 了 大 范围 牛顿 方法 、 数 值 计算 的 连续 同 伦 算 
法 始 于 布 劳 威 尔 不 动 点 的 研究 ， 但 其 影响 已 远 非 
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这 一 老 问题 了 ， 数 个 非 线性 分 析 都 受 惠 于 它 。 
本 节 内 容 主 要 参考 C18]。 


3。 半 序 集 上 的 不 动 点 


本 书 前 所 讨论 的 不 动 点 理论 ， 都 是 在 距离 空 
间 中 讨论 的 ，% 维 欧 氏 空间 Re, AEREE R, 
希 尔 伯 特 空间 等 都 是 虐 离 空间 、 距 离 是 一 种 抵 扑 
结构 ， 它 用 球 Boo, 8) 描写 xz 点 的 BR, IF 
借以 剂 画 收敛 人 性， 讨论 极限 性 质 。 本 节 将 跳出 这 
一 框框 ， 在 没有 折 扑 结 梅 但 有 半 序 结构 的 集合 上 
讨论 不 动 点 问题 。 

半 序 集 玉 是 指 在 集 忆 上 定义 了 一 个 二 元 关系 
<, 满足 1” r&r, 29 x<y,y<xillx=y, 
3° E Y Y<, M x<z, We CR, oE 
半 序 集 。 

某 集 S 的 所 有 子 集 25 按 包含 关系 是 半 序 集 。 
自然 数 中 按 整 除 关系 是 半 序 集 。 

RMALARR OER, PER RAMEE 
P 界 是 指 对 任何 meM WA map (p< 
m) 。 上 界 中 最 小 的 《如果 存 在) KA LRR 
(ubM)， 下 界 中 最 大 的 (如果 存在 ) 称 为 下 确 
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界 MD. 
一 个 半 序 集 慷 ， 如 果 它 的 每 一 子 集 都 有 上 确 
FORTE, MLAS RIBS HE. 
ERMS (8 的 全 体 子 集 所 成 之 集 ) 构成 守 
备 格 ， 事 实 上 ， 若 MOr 是 8 的 子 集 的 一 部 
分 ， 则 履 的 上 确 界 是 [mm, 下 确 界 是 站 m. 


~en we 

EFRRAR RAAT. 如果 Hry 
时 ， 有 Tx<Ty, WET 2B, 

ERREZAK, XCRRAZHR, WRX 
的 每 一 个 有 限 子 集 都 有 含 于 和 内 的 上 界 。 

在 完备 格 上 的 自 英 射 ， 如 果 对 任何 定向 集 六 
都 有 

TIub(xz?》= Jab(TCY)》 
称 了 是 连续 映射 ， 每 个 连续 映射 都 是 单调 的 ， 反 
ZAR, 

现在 我 们 可 以 证 明 

定理 6.4 RL AHH, TRL ERA 
B, C1) 如 果 存 在 cL 使 a<T@), Woe 
不 动 点 t+， 使 4a*。(2) 车 存在 DEL ETO) 
<b, WMA At, fh bab, 

证 明 我 们 只 须 证 明 C2), C1) WE 
是 类 似 的 。 令 G={w|Tx<x}, HFT) <b, 


w 
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EGES, AT LEH GRATRA 9 = 
gIb(G), IE EG, Mek, MEW XE G， 
gax, ATM Ta<Tx (EG), Tg 
<r, Alt Tg 是 G 的 下 界 ， 但 9 是 下 确 界 ， 故 
T9<9， 此 即 证 明了 gEG, 

其 次 ， 我 们 证 明 9 就 是 不 动 点 ， 只 须 再 证 
g<Tg, 但 由 Tg<9 可 知 TCTQ)<Tg, KRY 
TICG, 而 9 是 下 确 界 ， 当 然 有 9g<Tg, W g= 
bt, btb, 

定理 6.4 中 结论 还 可 以 加 强 为 : b* 是 T 的 
不 动 点 中 最 小 的 。 为 此 先 设 8 是 了 的 不 动 点 集合 
卫 ={X| Tx =X]} 的 下 确 界 ， 故 8<b*, 另 一 方面 ， 
Pe {x |Te=x}CcGs{x|Ta<x}, OG AE 
WR, W BEFCG， 故 b*<f, Ai b* =p, 
这 就 得 到 了 结论 ， 

这 一 证 明 看 来 很 简单 ， 但 却 有 重要 意义 ， 它 
最 初 是 著名 数理 外 辑 学 家 塔 尔 斯 基于 1955 年 得 出 
的 ， 由 于 这 一 定理 不 必 考虑 拓扑 问题 ， 因 面 可 以 
用 来 处 理 离散 系统 的 不 动 点 问题 ， 在 自动 机理 
论 , 数 学 庄 衣 学 、 半 序 线性 空间 上 有 广泛 应 用 ，。80 
年 代 以 来 ， 第 五 代 电 子 计算 机 正在 酝酿 设计 ， 其 
核心 是 一 种 “逻辑 程序 设计 ”(Logic Program- 
ming) 。 而 一 种 程序 的 所 有 替 尔 勃 兰 特 解释 构 
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成 完备 格 ， 并 有 相应 的 连续 映射 自然 地 生成 E 
续 映 射 必 单 调 ， 因 此 不 动 点 定理 就 能 发 挥 作用 
了 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 J.W. Lloyd 落 kFo- 
undations of Logic Programming», Springe- 
rVerlag (1984)， 其 中 提 到 程序 的 最 小 薪 尔 勃 兰 
特 模 式 是 用 不 动 点 来 刻画 的 (p.31) 。 

现在 让 我 们 回 到 完备 距离 空间 的 压缩 映射 定 
理 上 来 ， 如 果 我 们 对 完备 距离 空间 (及 ，d) 定 义 
一 个 半 序 ， 灶 序 空间 的 不 动 点 定理 和 压缩 陵 射 不 
动 点 有 何 联系 ? 

X X, dD, Re) 是 定义 在 及 上 的 下 方 
ARP PELE BB, AE p(X) 之 1> - 00, 
且 对 任何 2,¢X, 任 给 e>0, AFE ô RB 
Coy 9)， 使 当 XE BCH, SM, p) -pa 
Pe, 《g(x) 在 任何 点 te 处 附近 z 的 值 ， 尽 管 
可 以 大 于 p(x,》 很多， 但 不 能 小 于 oO) 很 
£). 

REX, say 当 且 仅 当 d(x,9) Sp) 
p(y), 显然 这 是 一 个 半 序 ，〔1 ) zx<x, 这 因 
为 dX， x)=0, P} - pr) =0。 (2) 车 
IEY, YEL, WE dw, P <p) -p(t), 
dy, WEP -2p(z)， 但 dx, yy=dty, 
xz7， 欲 这 两 式 同时 成 立 ， 只 能 d, y)=0, mp 
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vay, (3) È I<Y, YSZ, Wa r, p< 
p-p), Ady, Dapy- vo. WR 
dx,2) Sd, Y) +d, DE oO) -D+ 
PY) ~ PZ) = PCL) ~ PRD), WALE, 

此 时 我 们 有 定理 

定理 6.5 kX, d 是 完备 距离 空间 ,wp 
BFR PERM, F 是 又 到 X 的 映射 
(不 必 连 续 ) ， 但 满足 

dlx, FX)Ep(X) -pFX), xEX 
则 下 至 少 有 一 个 不 动 点 

证 明 可 见 C62p16。 

用 这 一 定理 可 以 导出 压缩 映射 原理 ， 设 下 是 
压缩 映射 ，d(FX, Fy) <a-d(x, y),0<a<1, 
Wik, d(Px, F(Fx))<ad(a, FX)。 我 们 还 可 
得 到 

d(x, Fx) ~ad(x, FX) <d(x,Fx) 

~d(Fx, Fx) 
即 
G-ad@, Fayda, Fx) -d (Fx, Fix) 

RER pœ) = (1 一 a)-(x%，FX), Mp 是 
下 有 界 的 《p(X) 之 0) RAFREMRS, BFL 
是 连续 映射 ，d《X，FXx) 是 x 的 连续 函数 ， 故 gp 
连续 ， 这 样 对 这 个 "应 用 定理 6.5 就 得 到 证 有 不 


.由 此 看 来 ， 半 序 集 上 的 不 动 点 定理 其 有 很 强 
的 概括 性 ， 它 正在 引起 人 们 的 密切 注意 。 


4, KKM 定理 


我 们 先 引 进 一 些 概念 。 

HERRES, EN-WFRHR ZK 
WHAE), SR ACQE), SE PREPARE 
FRALMAZ URL EK RINE, 
WA PARAM, WME {As AC4) BERT 
集 族 ， 其 中 的 任何 有 限 个 子 集 都 有 非 空 的 交 ， 则 
称 4, 具 有 有 限 交 性 质 。 

RX ARES EWR, GEXA IX) 
RRA MRR X hE ART He, Xa oy 


x}, anasa U aap 之 中 ， 称 G 为 


KKM. KKM Knaster, Kuratowski, 
Mazurkiewicz = (ako Aggy, 

定理 6.6 (KKM 定理 ) 设 G 是 线性 空间 
EPTRXB OX) 的 KKM 映射 ， 且 对 每 一 
SEX, GORRAK, MRE GO) 具有 有 
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跟 交 性 质 ， 
证 REAR, WRNA-KA X X 


ms ROCK, 使 得 们 Gon WER, 记 工 
HAX Nas ty Xa } 张 成 的 有 限 维 子 空间 ，d 为 
LEER., mE co{%,，Xi，……，Xw} 记 为 C ， 


显然 Cc 工 。 由 假定 条 件 LAGH\EL PA, 
Bx 5 LAGS) HERA OH RRR 


LELANG) ,现在 门 ENGe) =$, 所 


以 对 每 一 xEC, 不 能 有 dw, LAGD) 都 为 
OG, Z, =, nR 


A= dæ, LNG #0, ec 


Le 
令 f(x) = Fa Ae LNG), 


M fc) 是 C 到 C 的 连续 映射 。 由 有 限 维 空间 
的 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ，f 在 凸 紧 集 C 上 必 有 一 
不 动 点 EC, 但 x+ 与 站 GC) 的 距离 不 能 
HNO, Woas (ilda, LAGE) #0}, W 
ate U (cu). 但 是 
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ata fOrycooln, iEr} cL (Gep) 


ies 
AA ET 

定理 6.7 RH) HERREMEZM, 
KXEERE— TR, GR KKM, SHE 
LEX, GU) EEA, HARPER, M 
NG rE X}4d, 

这 由 号 中 秘 集 必 有 了 腿 闭 的 拓扑 学 结论 即 可 从 
KKM 定理 得 出 。 . 

定理 6.8 RRA) BC 是 线性 
RES EPO RGR, FAC 到 五 中 的 连续 映 
A. WRC HPO) ARMA AS, RAF OD 
的 线段 上 至 少 包含 C 中 两 点 ， 则 下 在 己 中 必 有 不 

证 明 我 们 分 商 步 走 。 

先 证 此 时 必 存 在 PEC, 使 Iy- Fa fi 
=inf || x- FQ) |l 

RME GO = {yeC| ly -EQ <lr 
-Fo ||} 
APSE, R G(z) 在 C 中 闲 ， 紧 集 的 闭 子 集 必 
为 紧 集 ， 故 G(x) 是 紧 集 。 以 下 证 明 G 是 KKM 映 
射 ， 如 若 不 然 ， 有 2E cofz Xay Xs} CC， 
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但 ge U Geen, wi y-F@ i> iln-F 


tet 


(CD | ， 这 表明 点 x, Gel, 2, =, M 全 部 位 
FU Cy) Aò, dy FO) ll 为 半径 的 开 球 
中 ， 其 凸 包 当 然 也 在 该 球 中 ， 故 得 

ly- F&I > lly-F@ ll 
此 未 盾 证 明了 日 是 KKM 映 象 。 现 在 再 由 上 述 的 


RREAN, FE we 1] GO) 使 得 


EC 

lly Py) l <ile-Fa) ll, VrEC 
MO e-POD I =int lx- PCy) 1 
第 一 步 证 完 。 

MERKE P, WAL wy By FAR 
HA, MAAR, YORE FAA, WARM 
REAS Fy) REL EMAC 中 异 于 y 的 点 ze* 
=t*y t+t (1 -t) FM), EO, D. FÆ 

ly- EUD | 反目 Zr 一 下 Co) Il =t* y- 

Fa) Il 

RRIHTE. EMER 

MARTI ARATMAYAN ERE AE 
ERT “EC RRERS PRR, F 
FEC BIC 的 连续 映射 ， 则 玉 必 有 不 动 点 ”. 因 这 时 
了 F(X) 在 C 内 CRREEA) ，X 与 FOWE R 
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在 C 中 ， 当 然 人 有 C 中 的 点 。 

KKM BUN MRR ANTS. RRE 
有 密切 联系 ， 因 而 在 对 策 论 上 有 重要 应 用 ， 颇 为 
世人 所 称道 。 其 中 的 一 个 是 

定理 6.9(Sion) RXAY BAIR Ms 
EMF PBI TRAM RR, Bf. Xx Yo 
RAE 

1° BE LEX, fe, PAF y 是 下 半 连 
续 的 〔 指 对 rc R, {YEY if, yy>r} 是 了 中 
FS) 且 是 拟 凸 的 《〈 指 对 TER, {YEY fæ, 
W<7T} FEY HR) 。 

2° 固定 yeX, fix, PXT x 是 上 半 连 
续 的 《 指 对 TOR {LEX fæ, p<r} 是 XX 中 
FASE) 且 是 拟 四 的 ( 指 对 rE RE, {LEX (f(x,y) 
Dry eX pe) 。 

则 

max min f@, y) = min max ia, p 

这 是 极 大 极 小 问题 中 一 个 重要 的 存在 定理， 
， 有 许多 重要 应 用 . 谈 定 理 的 证 明 见 C14]。 

顺便 指出 材 微 教授 是 美 籍 华裔 数学 家 ，1915 
年 出 生 。1936 在 北京 大 学 毕业 后 去 法 国 留 学 ， 后 
去 美国 。1985 年 在 加 州 大 学 圣 他 巴巴 拉 分 校 退 
TK. 
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5. 整 函数 与 半 纯 函数 的 不 动 点 


以 前 我 们 讨论 的 主要 是 连续 映射 的 不 动 点 定 
理 , 体现 数 学 统一 和 谐 最 充分 的 概念 是 复 平面 上 
的 解析 函数 ， 尤 其 是 整 函 数 和 半 纯 函数 。 

设 FZ) EAE EF TT A He, BH 
I@MR AE LAK A 2H fe 
= 包 ， 则 2 称 为 FO) 的 不 动 点 。 

车 f(z) 是 % 阶 多 项 式 ， 则 f(z2) 的 不 动 点 相 
当 于 F(z) = 了 (2) -2 的 零点 。 车 n>1, 则 F(z) 
仍 为 ?4 阶 多 项 式 ， 共 有 NEER, D fa An 
个 不 动 点 。 

车 1(z) serz, WIS) 没有 不 动 点 。 这 是 
BA F(2) = 了 (z) -z=er 没有 任何 零点 。 

对 一 般 的 整 函数 ， 我 们 有 著名 的 毕 卡 定理 ， 
超越 整 函数 可 以 取 任何 值 无 限 多 次 ， 至 多 有 一 个 
例外 。 , 

若 ORERERK, WA Fz) =f- 
2 PREMBRAR, MEK EEM, Fo) 要 
来 不 到 零 值 ， 即 没有 零点 ， 要 来 取得 零 值 ， 那 就 
会 中 无 穷 多 次 ， 因 而 寿 无 穷 多 个 零 点。 这 等 于 
说 ， 超 越 整 函数 SO 要 来 没有 不 动 点 ， 要 末 有 
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无 穷 多 个 不 动 点 ， 只 有 ? 阶 多 项 式 取 有 穷 多 个 
(nt) 零点 。 

那么 ,什么 样 的 整 函数 有 无 穷 多 个 零点 呢 ? 这 
是 复 变 函 数论 中 的 一 个 研究 分 支 。1953 年 ， Ro- 
senbloom 写 了 第 一 篇 这 方面 的 文章 ， 以 后 续 右 
研究 , 现 已 总 结 在 《Factorization of Meromor- 
phic Punctionsy 一 书 中 ， 作 者 为 Gross, 此 省 
由 美国 海军 研究 室 数 学 研究 中 心 于 1972 年 出 版 。 

这 方面 的 主要 结果 有 

定理 A ”如 P(2) 是 非 线性 多 项 式 ，f(z) 是 
BREES, WPI) 有 无 穷 多 个 不 动 点 ， 特 
日 地 ， 若 /和 9 都 是 超越 整 函数 ， 那 么 SRI) 
必定 有 无 穷 多 个 不 动 点 。 

HEB #8 f(z) BREKK, n=l, W 
SOME Mn MER HZ) 中 必 至 少 有 一 个 县 
有 无 穷 多 个 不 动 点 。 

E 了 C2) 为 的 全 次 复合 函数 。 如 果 有 % 是 
hO 的 不 动 点 ， 但 不 是 HOD G<n) 的 不 动 
A WAH 了 的 ?级 不 动 点 。 

BRC E 天 2) 是 超越 整 函数 ， 则 ju(2 均 
有 无 限 多 个 不 动 点 ， 至 多 有 一 个 钦 值 例外 . 


定理 D # JORRIT LMR, G 
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是 JOWMRARR, BEG, PA’ A 
为 有 理 数 ) ， 则 对 任何 正 整 数 n，f(z) 有 无 限 多 
MEA ?级 的 不 动 点 。 


6。 不 动 点 定理 的 几 个 应 用 


作为 本 书 的 最 后 一 节 ， 我 们 给 出 不 动 点 定理 
HULSE. 

1) 代数 基本 定理 的 证 明 

定理 6.10 设 fO =@+az+ -+4,27 是 
复 多 项 式 ， 则 必 有 一 根 、 

证 不 妨 设 Qn=1， 令 z=re”0<9<2n. B 

a=2+ jal + .+ aal 
今 再 定义 
2-1) iz <1 


g{2) = 
z- J 


Kro w> 


显然 9 是 连续 函数 . 今 考察 C {2 jz] <a}, C 
是 复 平 面 上 紧 凸 集 ， 现 证 9BCIC LA RH, 
车 <1 出 
lg) < + BO rr fa | a 
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+ la /asi+le2<e, 
È >w 
1g a| z- -tt a) 


faa Ea) agtet (asl)/ 


aga- 1+ a-2 


<a 


BC Tg RAE, ARRAS AER, g 存在 
不 动 点 Xp Xa 即 为 f(2) = 0 的 根 。 
2) 经 济 平衡 点 问题 
设 有 个 生产 者 Po Po es Pu 各 生产 某 
种 产品 全 ,，…,Gx， 数量 分 别 为 Xo Ko es 
Xy, VRRP MEP ARARE, 


N 
Y,=X;- > Xij 


J= 
ART MO BKGR EM, Gy = Xi;/Xi 称 为 生 
产 系 数 ， 我 们 假定 它们 是 与 四 ;无 关 的 常数 ， 此 时 
有 


(I- AX=Y 
此 处 4 = (qij)， 经 济 平衡 点 问题 是 给 出 Y =Y, 
Yo eo Yi RX= OC, Xa e, Xy). RT 
实际 上 应 认为 a; 是 连续 的 非 负 五 数 。 (这 比 假 
定 ay 是 常数 更 接近 实际 ) ， 这 样 就 会 涉及 到 非 


201 


线性 映射 的 不 动 点 了 。 

现在 假设 生产 者 P, 当 其 收入 为 x 时 用 于 购买 
第 j 种 产品 Gi PMR GED, ROK 之 为 
需求 函数 。 当 x= ORt, HE fy) = 0。 

如 果 Pi 以 所 有 收入 买 别人 的 产品 ， 则 有 等 式 


x 
a=); LGD 


另 一 方面 ， 表 示 了 ;收入 的 wi 应 是 各 个 生产 者 
媚 购 买 Gi 的 总 值 ; 


x 
x=) fy 


这 样 我 们 所 要 解决 的 经 济 平衡 点 问题 的 提 法 
是 ; 

如 果 关于 ;有 四 个 单 变 量 函 数 Jii(X;) (j=1， 
2，…， N) HARM i=1, 2, e, N RRN 个 
WROD, E= (t, Xas s Bw), WE 


x 
z=) Fun, 


jst 


则 必 存 在 点 ze = (Zr h, oy ey) 


N 
wjt =} fut) 


yet 


定理 6,.11(lstratescu) 上 述 问题 是 有 解 的 。 
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x 
证 C={y= Yas ww) [9i>0,D y= 


1) 


HRER HOR, LACH, MERR. > 
定义 函数 


x 
Oa dy fu 


fet 


则 9 LCCH ON, HIRD A, 
必 存 在 X* 使 


y 
a+ =) futt) 


这 就 证 明了 定理 ， 
3) BOAR AMEE 


设 在 区 间 L0, TI 上 考 井下 述 常 微分 方程 的 
初 值 问题 ， 


du _ 
9 u) 0<teT 


utd) =0 
这 里 ue [90，TIJ 上 一 阶 连续 可 微 、 一 阶 连 续 
可 微 ， 且 在 〇 点 处 为 0 的 函数 爹 体 记 为 Cs 如 果 
对 ucc, 定义 范 数 
Null =max{ full, iwl} 
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_ 一 
其 中 Jul] =max ul, WC, RHR FES 
ii. 


RIVER FHS Aa. LAC 到 连 


SRBSICLO, TIRRI, ERR, AMA 
VAT L, ERMA 


dp @ = | fondrann, Lu=f=w 
MEL RARAT. HERA 


Ie I= [i fia)da |= as, [far 


<T (fll =T- Euf Hw =i Ev ll 
因此 Ne s(T+D || Lull, 记 Lp =u, 
我 们 就 有 

WE") ISTADI 
RL’ 是 有 界 算 子 。 由 泛 函 分 析 知识 可 知 线性 有 
ARF DER, 

定理 6.12(Peano) 设 上 述 初 值 问题 中 的 9 
COEF, MERA, 

证 设 (Guy =9¢, uh) E u © 
ECCO, TIA ClO, TI 的 连续 映射 ， 设 j 是 
CY 到 CC0，T3 的 自然 嵌入 ， 这 是 紧 算 子 。 于 是 
jL GÆ Coo, TINC, TJ 上 的 连续 紧 算 子 ， 
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AY BAR ah REL TT OE 
fla) su M f g, wey de= 


Wb), 
这 正 龙 初 值 问题 的 解 . O 
x x x x 

不 动 点 理论 的 介绍 与 欣赏 就 到 此 为 止 了 。 描 
写 运动 的 函数 映射 ， 反 映 了 世界 万 物 处 于 变化 
之 中 ， 直 于 研究 再 数 ， 辩 证 法 进入 了 数学 ， 但 是 
变 中 有 不 变 ， 运 动 之 中 有 不 动 ， 不 动 点 再 论 正 是 
在 动 与 静 这 对 矛盾 展开 中 出 现 的 规律 性 绪 果 ， 只 
机 世界 还 在 运动 ， 不 动 点 理论 就 会 继续 存在 ， 继 
续 发 展 ， 有 兴趣 的 谈 者 ， 请 到 这 一 反映 20 世 纪 数 
学 成 就 的 潮 头 上 去 弄 湖 ， 去 开拓 ， 为 发 展 我 国 的 
数学 事业 作 和 贡献。 
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外 国人 名 索引 
Abel (1802—1829) ANF 
Banach (1892—1945) ask 
Betti WE 
Bolzano (1781—1848) 波 尔 察 诺 
Bore} (1871 一 1956) RER 
Brouwer (1881—-1966) WSF BUS 
Cauchy (1789—1857) we 
Cayley (1821—1895) SLE 
Cohen (1934—) AB 
Dedekind (1831—1916) RBS 
Democritus 《〈 约 公元 前 464 一 357) WAERN 
Descartes (1598—1650) WFL 
Diophantus 《〈 约 246 一 330) SE 
Dirichlet (1805—1859) BARE 
Euclid ( 约 公元 前 380 一 275) ILS 
Euler BRE 
Feigen baum WEAR 
Fermat (1601—1665) RI 
Fourier (1768—1830) 仿 里 叶 
Ceuss (1777—1855) 将 斯 
Gödel (1906—) 哥 德 尔 
Hadamard (1865 一 1963) PA 


Valley (1656—1742) mE 
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Hirsch 
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lluygens (1629—1695) 
dacobi (1804—1851) 
Kellog 

Kronecker (1823—1891) 
Kummer (1810—1893) 
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Legrenge (1736-1813) 
Lendau (1877—1938) 
Laplace (1749—1827) 
Lebesgue (1875--1941) 
Lefschetz (1884—1972) 
Leray (1906— ) 
Leibniz (1646—1716) 
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Möbius (1790—1868) 
Newton (1642—1727) 
Nielsen (1863—1931) 
Peano (1858—1932) 
Picerd (1856—1941) 
Poincare (1854—1912) 
Poisson (1781—1840) 
Riemann (1826—1866) 
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Scarf MRR 
Schauder (1896—1943) 肖 德 尔 
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Smale 斯 梅 尔 
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